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定参数的先验信息和观测数据的随机扰动建立联合先验分布与似然函数#进而基于贝叶斯推断得到联合后验概率

密度分布#再应用马尔可夫链蒙特卡罗算法对后验空间进行抽样获得参数估计值&模拟计算结果表明#这种贝叶

斯反演方法不依赖梯度计算和初值选取且可获得参数的统计特征#是一种有效的统计反演方法&
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阶扩散方程同时确定多个微分阶数与模型参数的反问题#应用解析方法证明了多参数联合反演的唯一性+

上述研究或是给出了这类参数联合反演问题的唯一性#或是应用梯度型算法及正则化策略进行了数值

反演模拟#均是反常扩散相关反问题研究的主要方面+从模拟计算的角度看#传统的反演方法大都基于误差
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问题研究中得到了广泛应用+

贝叶斯方法主要通过融合先验信息与样本知识得到后验分布#进而获得研究对象的统计特征+由于后
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问题贝叶斯求解的多保真加速算法+

虽然贝叶斯方法应用于数理方程反问题的求解已有不少研究#但多侧重于后验分布的抽样算法及其加

速收敛问题或者先验信息与正则化策略的融合问题#对于似然函数及其参数的选取以及附加数据对算法的

影响等问题研究相对较少+本研究主要探究一个时间分数阶扩散方程中微分阶数与扩散系数联合反演的贝
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一个确定微分阶数与扩散系数的反问题+文中考虑附加信息为区域右边界处的观测数据&

6

!

&

#

<

"

b+

!

<

"#

%

"

<

#

&

+ !

&%

"

对于由式!

&

"和式!

&%

"形成的双参数反演问题#根据文献$

W

#

&%

%中的研究结果可以证明反演解具有唯一

性+

命题
A

!

设微分阶数
(2

!

%

#

&

"#扩散系数
N

$

%

#则双参数反问题!

&

"和!

&%

"具有唯一解+

证明!分两种情况证明+设初值为特殊的
?6-8,

函数#即
$

!

&

"

b

"

!

&

"+注意到扩散系数
N

为一个正

数#则根据文献$

W

%的方法#即知
(

与
N

可由边值数据
6

!

&

#

<

"!

%

"

<

"

2

"唯一确定+

若初值取为一般的光滑函数#此时对于一般的扩散系数#反演的唯一性需要两个边界处的观测数据或者

扩散系数的额外信息+不过#注意到扩散系数恒为正数#其在区间$

%

#

&

%上满足对称性条件#则依据文献$

&%

%

中的证明方法#可知该反问题的解唯一+证毕+

为便于讨论和书写#记
%

b

!

(

#

N

"及
Gb

!

%

#

&

"

U

!

%

#

%

"#这里
%"

c

r

为给定的正数+对于任意给定的
%

2

G

#求解正问题得到的解记为
6

!

%

"!

&

#

<

"+结合附加条件!

&%

"#反问题首先可化为时间域
<

2

!

%

#

&

%上一个

方程的求解

+

!

<

"

b6

!

%

"!

&

#

<

"+ !

&&

"

考虑到实际观测数据和计算数据的离散性#上式左右两端对应离散后分别记为
-

与
,

!

%

"#则得到一个

有限维的随机反演模型

-b,

%

!"

c

#

+ !

&$

"

其中&

,

!

%

"是给定参数时的正问题计算值)

%

b

!

(

#

N

"是需要评估反演的模型参数)

-b+

!

<

"表示观测数据向

量)

#

表示反演模型的随机误差#包括数据测量误差(正问题计算误差及计算机舍入误差等#一般服从于均值

为
%

(方差为
*

$ 的高斯分布+

以下主要应用贝叶斯方法求解模型!

&$

"#获得参数
%

b

!

(

#

N

"的分布值及其统计特征+

B

!

贝叶斯推理与
L*L*

算法

BTA

!

贝叶斯推理

对于反演模型!

&$

"#记
>

!

%

"是待估参数的先验分布概率密度函数#

>

!

-

%

"是似然函数#表示给定参数

取值时观测数据分布的条件概率#则有贝叶斯公式

>

!

%

-

"

b

>

!

%

"

>

!

-

%

"

>

!

-

"

+ !

&!

"

其中
>

!

%

-

"表示参数的后验分布概率密度函数+这里的反演即是要求出在给定观测数据
-

的条件下使得

后验分布概率最大的参数分布+由于
>

!

-

"是积分常量#具体计算中!

&!

"式常写为&

>

!

%

-

"

8

>

!

%

"

>

!

-

%

"+ !

&@

"

贝叶斯反演是基于!

&@

"式的一种参数估计方法#其实施步骤为&

第
&

步&依据待估参数的先验信息#得到先验概率密度函数
>

!

%

")

第
$

步&根据待估参数和测量数据的关系#提出一个似然函数
>

!

-

%

")

第
!

步&根据!

&@

"式计算得到待估参数的后验概率密度函数
>

!

%

-

")

第
@

步&在后验状态空间进行抽样#建立后验分布的近似分布#取其统计量即为待估参数的反演值+

根据先验信息#获得待估参数的先验概率分布是实现贝叶斯算法的前提+历史经验或专家经验是重要

.
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.



刘艳杰等&时间分数阶扩散方程微分阶数与扩散系数联合反演的贝叶斯方法

的参考#常用的先验分布有高斯分布(均匀分布和马尔可夫随机场等+注意到这里的待估参数是落于区域
G

的正常数#假设均服从均匀分布#即
(!

E

!

%

#

&

"#

N

!

E

!

%

#

A

"#则有&

>

!

(

"

b

&

#

(2

$

%

#

&

%)

%

# 其他+

/

!

&A

"

及

>

!

N

"

b

%a$

#

N

2

$

%

#

A

%)

%

# 其他+

/

!

&#

"

进一步假设微分阶数与扩散系数相互独立#则有&

>

!

%

"

b

>

!

(

"

>

!

N

"

b

%a$

#

%

"("

&

#

%

"

N

"

A

)

%

# 其他+

/

!

&E

"

似然函数表征了模型参数拟合观测数据的程度#其值越大则拟合效果越好+在反演模型!

&$

"中#假设误

差
#

服从均值为
%

(方差为
*

$ 的正态分布#则有&

>

!

%

-

"

b

&

!

$

$*

$

"

1

$

6i

T

!

V

!

,

!

%

"

V-

"

X

!

,

!

%

"

V-

"

$

*

$

"+ !

&W

"

其中
1

表示观测数据向量
-

的维数#即观测数据的多少+综上#根据贝叶斯公式即得&

>

!

%

-

"

b

+

6i

T

V

!

,

!

%

"

V-

"

X

!

,

!

%

"

V-

"

$

*

$

! "

#

%

"("

&

#

%

"

N

"

A

)

%

# 其他+

(

)

*

!

&"

"

这里
+

b

&

A

!

$

$*

$

"

1

$

>

!

-

"

+

通过!

&"

"式即可计算出参数的后验概率密度函数+然而#由于正演关系
,

!

%

"较为复杂难以解析表达#

使得后验概率密度
>

!

%

-

"很难直观表示出来+为了获得参数估计值#需要采用特定的随机抽样方法去获

得待估参数的近似分布#再利用这个近似分布的统计量作为待估参数的估计值+常用的随机抽样方法是马

尔可夫链蒙特卡洛方法+

BT&

!

L*L*

方法

目前#

YRYR

方法已成为贝叶斯推理中后验抽样的标准方法+在
YRYR

方法应用中#有两个较为重要

的算法&

Y68*(

T

(-47FM,784+

2

算法!简称
YFM

算法"和
K4PP7

算法+本研究采用
YFM

算法对后验状态空间

进行抽样#算法步骤如下&

&

"在模型参数先验范围内#设定初始值
%

#

!

#b&

")

$

"利用当前参数计算正问题#获得该参数对应的条件概率密度
>

!

%

#

-

")

!

"根据参数的建议分布#在当前参数状态下提取新的测试参数
%

5

#并计算该参数对应的条件概率密度

>

!

%

5

-

")

@

"生成$

%

#

&

%区间均匀分布的随机数
;

)如果
;

"

S4+

/

&

#

>

!

%

5

-

".

B

!

%

5

%

#

"

>

!

%

#

-

".

B

!

%

#

%

5

"

5#则接受该测试参数并

设为当前模型参数#即
%

#c&

b

%

5

)否则不接受#即
%

#c&

b

%

#

)

A

"重复步骤
!

"和
@

"#直至达到迭代次数+

C

!

数值反演

本节应用上述
I,

9

674,+FYRYR

算法对参数反问题进行数值反演+不失一般性#取微分阶数真值为
(

b

%aW

#扩散系数真值
Nb&aA

#即
%

b

!

%aW

#

&aA

"+利用该参数真值及差分格式!

#

"求解正问题#得到附加数据

向量
-

#另取待估参数的建议分布为均匀分布&

B

!

%

5

%

#

"

bE

!

%

#

V

#%

#

%

#

c

#%

"#且设步长为先验范围的
Aj

+

对于本研究的双参数反演问题#有两个参数的选取值得关注#一是向量
-

的维数#即附加数据的个数
1

)

二是似然函数的标准差
*

+此外#若无特殊说明#反演中的参数初始值均在先验限定范围内随机产生#反演

.
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迭代总次数取为
&%%%%

次+首先考察使用较多附加数据情况下#似然函数的标准差对反演算法的影响+

CTA

!

.aASS

#似然函数标准差的影响

设附加数据向量
-

的维数
14S

!

-

"

b&%%

#即
1b&%%

+又设似然函数的标准差
*2

$

$U&%

VA

#

AU&%

V!

%#

对于不同的标准差分别进行反演计算得到微分阶数与扩散系数的后验均值+图
&

绘制了联合反演误差

6**(*

随似然函数的标准差
*

的变化曲线#这里联合反演误差表示为&

7((=(b

&

$

!

*

!

(

"

V

(

8*)6

(

8*)6

c

*

!

N

"

VN

8*)6

N

8*)6

"+ !

$%

"

图
A

!

反演误差与似然函数的标准差

G4

2

>&

!

Q+56*74(+6**(*,+178,+1,*11654,84(+(.-4C6-40((1.)+:84(+

其中
*

!."表示后验均值+

分析图
&

发现#标准差取
WU

&%

VA

!

&aAU&%

V!时#反演参数的均值

误差在较小的范围内波动#反演结果

较好+取
*

b&U&%

V@进行反演计算#

图
$

!

,

"(图
$

!

P

"分别绘制了反演值随

迭代次数的变化曲线与反演参数的后

验直方图+

图
&

!"

aA\AS

bC时反演迭代曲线与后验直方图

G4

2

>$

!

Q+56*74(+486*,8456:)*56,+1

T

(786*4(*0478(

2

*,S

#

0̂6+

*

b&U&%

V@

!!

从图
$

!

,

"可以看出#马尔可夫链在经历了
$%%%

次迭代后即达到收敛状态#微分阶数与扩散系数均收敛

到真值左右+从图
$

!

P

"看出#参数反演值分别出现在
%aW

和
&aA

左右的概率最大#这与参数真值吻合+此

外#采用后
W%%%

次的反演数据统计计算两个参数的中位数和均值#统计结果列于表
&

+从表
&

看出#中位数

和均值反演值均收敛于参数真值#微分阶数反演的最大误差不超过
%a$%@!j

#扩散系数反演的最大误差不

超过
%aEEWWj

+

CT&

!"

aH\AS

bD

#附加数据向量维数的影响

取定
*

bWU&%

VA

#其他参数及符号表示同上#考察附加数据向量维数变化对反演算法的影响+为了均

衡计算过程的随机性#计算结果取
A

次反演的平均值+表
$

给出了附加数据向量维数
1b&%%

#

1b@%

#

1b$%

与
1b&%

时的平均反演结果#其中
*((

表示平均反演误差#

2

:

T

)

表示平均的
RO3

运行时间+

从表
$

的计算结果看出#附加数据向量的维数对反演算法的影响较小+随着附加数据的减少#反演误差

与运算时间的变化幅度均不大+同时表明#附加数据的个数不宜取得过多#这表现出与最佳摄动量算法等梯

.
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度型反演方法相似的特点+

表
A

!"

aA\AS

bC时的反演统计结果

;,P>&

!

Q+56*74(+78,84784:,-*67)-87

#

0̂6+

*

b&U&%

V@

迭代次数 参数 真值 后验均值 均值误差*
j

后验中位数 中位数误差*
j

&%%%%

(

%>W %>W%&#!A %>$%@! %>W%&!$" %>&##$

N &>A &>@WW!&W %>EEWW &>@"%@E" %>#!@E

表
&

!"

aH\AS

bD

#附加数据向量维数与反演结果

;,P>$

!

Q+56*74(+*67)-87 4̂8014S6+74(+

(.,11484(+,-1,8,56:8(*

#

0̂6+

*

bWU&%

VA

1 *((

*

j

2

3HE

*

7

&%% %>EWA#& E@@>WE

@% %>AW$&" #AE>W#

$% %>#A$"A E!A>!W

&% %>W&$&E E&!>#E

D

!

结论

本研究应用
I,

9

674,+FYRYR

方法给出了时间分

数阶扩散方程微分阶数与扩散系数的统计反演#并探

讨了似然函数标准差与附加数据向量维数的不同选取

对反演算法的影响+模拟计算结果表明#贝叶斯反演

方法不依赖误差泛函的梯度计算和未知量的初值选

取#对于相对复杂模型的多参数反演是有效的+反演

计算中似然函数的方差既不能太小也不能太大+当方

差落在一个可行区间时#反演结果较好+此外#附加数据向量的维数对反演算法几乎没有影响#但附加数据

的个数不宜过多+
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