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要!传统非线性正则化数值迭代法能够解决病态测距定位方程#但该方法常假设
#

个方向具有相同的病态程

度#将正则化约束作用于所有的方向#加剧了问题的复杂性并影响解的收敛效率$因此#针对已知点和未知点近似

共面引起的病态问题#提出一种改进的非线性正则化数值迭代法$该方法将正则化约束仅作用于病态方向即
/

方

向#对态性良好的方向不进行约束#解决了测距定位方程的病态问题#也提高了传统非线性正则化数值迭代方法的

收敛效率$该计算方法采用协方差迹最小准则来确定正则化参数$实验表明(该方法能够提高非线性最小二乘线

性化方法的求解精度#收敛效率明显优于传统非线性正则化迭代法$
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测距定位方程用来描述已知点和待测点之间的欧氏距离$是大地测量与导航定位中重要的观测方程'

%

(

)

该方程是非线性方程$传统方法利用非线性最小二乘法$依据泰勒级数展开至一阶项进行求解$适用于初值
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精度高和非线性强度弱的情况&对于非线性强度较强的模型$线性近似产生的模型误差可能大于观测误差$

给观测方程带来系统性的误差$降低解的精度和可信度'

$D#

(

)对于这类问题$可采用智能优化算法或将其线

性化展开至二阶项进行求解'

!DC

(

)对于残差小的非线性方程$一般采用高斯牛顿迭代法进行求解'

E

(

)但是$

若测距定位方程存在病态问题时$初始迭代矩阵具有严重的病态性$基于非线性最小二乘的数值迭代法会出

现强烈的不稳定现象$无法收敛'

FD%"

(

)因此$根据测距定位方程的病态机制$选择合适的求解病态非线性方

程的方法就显得尤为重要)

针对短程测距问题$有学者研究了测距定位方程非线性最小二乘解的性质$指出非线性最小二乘解是观

测向量末端以观测权为质量的质点系的重心$发展了短程测距定位方程的重心迭代方法和封闭式牛顿方法$

能够一定程度缓解短程测距的病态问题'

%%D%#

(

)近年来的研究包括基于数值最优化理论通过附加稳定泛函或

者避免迭代矩阵取逆运算$优化迭代步长来提高短程测距定位的收敛效率*稳定性和可靠性'

%

$

%!D%?

(

)非线性

正则化数值方法在处理病态测距定位问题的应用过程中过于硬套$多集中于数值方法的构建$但在大地测量

中$测距定位方程的病态问题主要是因为已知点和未知点近似共面$如三维测边网*室内定位方程和水下测

距定位方程$导致测距定位方程在高程方向即
/

方向产生病态问题'

%&

(

)传统非线性正则化数值迭代法假设

各个方向都存在病态问题$给各个方向附加正则化约束$这会严重加剧问题的复杂性*非线性收敛效率和解

的可信度)

因此$针对大地测量观测构型缺陷产生的病态问题$提出一种改进的病态测距方程非线性估计的正则化

数值迭代法)该方法采用分方向处理的思想$将非线性正则化约束只作用于病态方向$不对态性良好的水平

方向进行约束$这样既保证水平方向能够稳定收敛到非线性最小二乘解$又能够有效降低病态方向对参数估

计解的影响)本研究通过分析正则化参数与协方差的关系$提出采用协方差迹最小准则来确定正则化参数)

最后采用病态仿真数据和实测数据$验证了该方法的有效性)

<

!

病态测距定位方程的非线性正则化数值迭代法

假设某观测系统中$共存在
5

个已知点$第
;

个已知点可表示为 !

2

;

$

3;

$

4

;

"$已知点到未知点的观测距

离为
C

%

$

C

$

$1$

C

5

$所对应的观测误差为
#

%

$

#

$

$1$

#

5

)要求根据已知点坐标和观测距离来确定未知点的

几何位置 !

2

$

3

$

4

"$观测数据和已知点坐标
5

/
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$即可列出超定测距定位方程%
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"槡
$ 为已知点与未知点间的欧式距离)测距定位方程为非

线性方程$借助于非线性最小二乘进行求解$依据泰勒公式将其在 !
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其中
"

;

为线性化残余误差)

大地测量与导航定位中$由于观测几何结构设计问题导致测距定位方程具有病态性$比如已知点与待测

点近似共面会导致测距定位方程在
/

方向产生病态问题$为将病态方向与态性良好的方向分开讨论$可将

观测方程表示为%
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忽略线性化余项$可构建线性化平差模型的向量表达式%

,

]
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式中$

11

]
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$
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(

;为水平方向坐标信息变化量&

14

为高程方向坐标信息变化量&

"

%

为平面方向的方向矢

量$即水平方向所对应的设计矩阵&

"

$

为
/

方向的方向矢量$即
/

方向所对应的设计矩阵)根据式!

!

"可得

线性化误差方程%
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式中$
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") 上述方程的最小二乘解使残差在平方意义上取极小值
G4+

%

.
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; 为参数改正向量的最小二乘估计解)运用无约束

优化解法$其最小二乘解满足正交条件%
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将式!
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"代入式!
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"进行化简$考虑到线性化初值精度$可构建高斯牛顿迭代公式%
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其中
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为迭代次数)

高斯牛顿法收敛条件相对于牛顿法更加严格)对于一般非线性最小二乘问题$文献'

%C

(利用几何性质

证明高斯牛顿法的适应条件取决于残差的大小和非线性强度)当残差较大或者设计矩阵存在病态时$此时

高斯牛顿法易陷入死循环或者得到的解并非有效解'

%?

(

)为解决测距定位方程的病态问题$传统方法是基于

标准稳定泛函约束的正则化方法$其目标函数为%
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其中
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为正则化参数$主要用来平衡解的不稳定性和平滑性'
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(

)考虑到线性化初值$将目标函数对待估参

数求一阶偏导数令其等于零$结合式!
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式!
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"为传统非线性正则化迭代法)

由式!

%"

"可知$传统非线性正则化迭代法假设各个方向具有相同的病态问题$因此将稳定泛函作用于所

有方向$这种假设能够提高解的稳定性$但并不切合实际$增加了问题的复杂度且降低了数值算法的收敛性)

大地测量与导航定位中$观测结构共面导致的病态问题较常见$先计算设计矩阵的条件数证明存在病态$再

利用特征分析法求得
#

个方向对应的特征值$一般将+特征值很接近于零,作为判断方程病态性的依据'

%ED%F

(

来判断病态方向)针对共面导致的病态集中于
0

方向的问题$给出一种改进的正则化数值迭代法$即
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该方法采用分方向处理病态问题的思想$降低了问题的复杂度$能保证水平方向上仍然为最小二乘解$

在降低病态性对解的影响的同时提高收敛效率)

=

!

正则化参数的确定

精确确定正则化参数是保证病态测距定位方程的非线性正则化迭代法解算效果的关键$过大或过小都

会影响参数估计解$过大会导致解算模型过度平滑$过小对问题解算未起到明显改善效果$解的不稳定性依

然存在)本研究提出一种基于最小协方差迹来确定正则化参数的方法)设
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根据协因数传播定律$结合式!
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"可计算观测方程的协因数阵为%
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根据分块矩阵求逆运算$可得到参数估计解垂直方向和水平方向的协因数阵
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$$

!

$

?

"

_

(

+^)

%$

!

$

?

"

)

^%

%%

!

$

?

"

)

$%

!

$

?

"(

^%

^

(

8

$

$

81111

])

^%

%%

!

$

?

"

_)

^%

%%

!

$

?

"

)

%$

!

$

?

"

81B1B

)

$%

!

$

?

"

)

^%

%%

!

$

?

")

"

#

$

!

%!

"

!!

若不附加正则化约束$水平方向和垂直方向的协因数阵为%

.

"$

.
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7

81B1B

]

7

81B1B

]

'

)

$$

!

$

?

"

^)

%$

!

$

?

"

)

^%

%%

!

$

?

"

)

$%

!

$

?

"(

^%

$

7

81111

])

^%

%%

!

$

?

"

_)

^%

%%

!

$

?

"

)

%$

!

$

?

"

7

81B1B

)

$%

!

$

?

"

)

^%

%%

!

$

?

")

"

#

$

!

%?

"

由式!

%?

"可知$测距定位方程
/

方向的病态性也会影响水平方向即
-

和
.

方向的求解精度$使
-

和
.

方向也产生病态性的+虚假,问题)如果将正则化约束直接作用于所有的方向$虽能够改善问题的病态性$但

加剧了问题的复杂性$降低了非线性迭代收敛效率)将式!

%?

"减去式!

%!

"可得%

7

81B1B

^

81B1B

]

%

7

81B1B

^

%

7

81B1B

_

(

+

_

(

8

$

]

(

7

81B1B

_

(

+

_

(

8

$

$

7

81111

^

81111

]

7

81B1B

^

81B1B

! "

)

^%

%%

!

$

?

"

)

%$

!

$

?

"

)

$%

!

$

?

"

)

^%

%%

!

$

?

")

"

#

$

!

%&

"

由式!

%&

"可知$在一定取值范围内$参数估计解的协因数阵与正则化参数呈递降关系)通过将正则化参

数作用于
/

方向能够降低
/

方向病态给水平方向即
-

和
.

方向产生的影响)取水平方向和垂直方向的互

协因数阵为
8111B

$则可计算参数估计解的协方差估计值

9

1$

]

%

$

"8

4

1$

]

%

$

"81111

%

$

"8111B

%

$

"8

;

111B

%

$

"81B1B

*

+

,

-

$ !

%C

"

其中
%

$

"

为先验单位权方差)考虑到先验单位权方差未知$可采用后验单位权方差1
%

$

"

!

$

?

"代替$计算公式为%

1

%

$

"

!

$

?

"

]

!

!

$

?

"

;

*!

!

$

?

"

5 #̂

) !

%E

"

综上分析$参数估计解在水平方向和垂直方向的方差是
(

的递降函数$这表明在适当条件下$方差会随

正则化参数的增加而降低$但由于系统残差以及偏差等问题$方差会逐渐趋于稳定值)由于协方差迹能够整

体反映该方法的求解精度$可设计如式!

%F

"最优化函数来计算正则化参数%

'

!

$

?

"

]G4+<=

'

9

4

1$

!

$

?

"() !

%F

"

!!

式!

%F

"为协方差迹最小准则函数$类似于采用
I

曲线法来确定正则化参数$其搜索结果如图
%

所示$协

方差随着正则化参数的增加而降低$最后趋于稳定$形状类似于
I

形)

图
<

!

基于协方差迹最小准则确定正则化参数搜索结果

Z4

2

>%

!

\6

2

)-,*4B,84(+

W

,*,G686*76,*:0*67)-87X,761(+806

G4+4G)G:*486*4(+(.5,*4,+:68*,:A7

?

!

算例

?><

!

算例
<

!短程测距定位模拟实验

采用文献'

%$

(模拟的短程测距定位数据$包

括
E

个已知点
!

%

$

!

$

$1$

!

E

的三维坐标以及待

定点
!

F

!模拟真值为!

"

$

"

$

"

"

G

"到
E

个已知点的

观测距离$根据这
E

个已知点的三维坐标和观测

距离求待定点的三维坐标$给定初值为
$

"

]

'

"H%

$

"̂H%

$

"H%

(

;

$迭代终止条件为
6

!

$

?

"

.

%"

^E

)

由表
%

数据构造的短程测距定位方程是非线

性方程$且已知点和待定点呈近似共面分布$计算

设计矩阵的条件数为
%%?H"?$"

$存在中等程度的

病态$再计算设计矩阵
#

个方向上的特征值分别

为
&HC%F!

*

%H$$$$

*

"H"?E!

$

/

方向上的特征值

最接近于
"

$可判断该方程的病态性主要集中于
/

方向$

-

方向和
.

方向态性良好)对于这类病态问题$分

别采用非线性最小二乘法*高斯牛顿法*传统非线性正则化迭代法和本研究方法进行计算并对比收敛结果和

迭代次数$结果如表
$

所示)

由表
$

给出的
!

种方法的数值收敛解对比可知$非线性最小二乘法虽然简单易实现$但由于受到病态的

影响$解的精度较差$结果不可靠$尤其是
/

方向上的解与真值的偏差最大$进一步证明了该方程的病态性

.

%$

.
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集中于
/

方向&高斯牛顿法在处理病态问题时$受到强烈扰动而使解不稳定$无法收敛到数值解$因此不适

用于病态方程组的解算&传统非线性正则化迭代法和本研究方法基于稳定泛函约束的思想$降低了病态问题

对方程组解的影响$提高了非线性最小二乘解的精度&而本研究方法既保证水平方向能够稳定收敛到传统意

义上的非线性最小二乘解$又能够有效降低病态方向对解的影响$通过迭代次数比较$说明本研究方法能够

较快地得到数值收敛解$提高了传统非线性正则化迭代法的收敛效率$在处理大地测量中已知点和待定点近

似共面导致的病态问题时具有良好的性能)

表
<

!

短程测距定位已知点的三维坐标和已知观测距离

;,X>%

!

;0*6614G6+74(+,-:((*14+,867,+1(X76*5,84(+1478,+:6

(.A+(Y+

W

(4+874+80670(*8D*,+

2

6*,+

2

4+

2W

(7484(+4+

2

G

! !

点号
坐标

- . /

距离

L% %">""" $">""" &>""" $$>%E""

L$ E>""" #">""" ">""" #">F&""

L# %">""" $̂">""" &>""" $#>%C""

L! E>""" #̂">""" ">""" #">EE""

L? %̂">""" $̂">""" &̂>""" $#>"C""

L& Ê>""" #̂">""" ">""" #">!!""

LC %̂">""" $">""" &̂>""" $$>C"""

LE Ê>""" #">""" ">""" #">C$""

表
=

!

不同方法的解算结果%算例
<

&

;,X>$

!

U,-:)-,84(+*67)-87(.14..6*6+8G680(17

!

NK,G

W

-6%

"

方法 数值收敛解0
G

迭代次数
?

非线性最小二乘法
"̂>&##! ">%$#& %>!$!?

#

高斯牛顿法 # 不收敛 # #

传统非线性正则化迭代法
"̂>$%#C ">%$$F ">??$" %"&

本研究方法
"̂>$%#C ">%$$F ">??$" $&

图
$

给出了本研究方法和传统非线性正则

化迭代法的点位迭代序列$横轴代表迭代次数$

纵轴分别代表
-

*

.

*

/#

个方向上的数值收敛

解)由图
$

可知$该方法没有影响解的稳定性$

且能更快地收敛到估计解$具有良好的性能)

对于水下
SL/

定位*室内导航定位等短距离测

距定位方程$也存在已知点和未知点近似共面

的情况$本研究方法仍然适用)

?>=

!

算例
=

!蜂窝网定位模拟实验

采用文献'

%&

(模拟的正六边形蜂窝网定位

数据$其
&

个控制点
!

%

$

!

$

$1$

!

&

位于正六边

形的顶点$未知点
!

C

的点位模拟真值为

!

!!""

$

!!""

$

"

"$表
#

给出了
&

个控制点坐标

及控制点与未知点之间的伪距观测值)根据这

&

个控制点的三维坐标和伪距观测值求未知点

的三维坐标$给定初值为
$

"

]

'

!!""

$

!!""

$

"

$

"

(

;

$迭代终止条件为
6

!

$

?

"

.

%"

^E

)

在蜂窝网的三维定位中$控制点和未知点

一般都近似分布于地表$即控制点和未知点近

似共面$测距定位方程的设计矩阵存在病态问

题)计算设计矩阵的条件数为
%H?&#"j%"

&

$

方程存在严重病态$再计算设计矩阵
#

个方向

上的特征值分别为
%"H!!F?

*

%H?%EC

*

"H"#%E

$

/

方向上的特征值最接近于
"

$可判断该方程的病态性主要

集中于
/

方向$

-

和
.

方向的病态性较弱)同算例
%

$分别采用
!

种方法进行计算$结果如表
!

所示)

图
=

!

=

种方法的点位迭代序列图%算例
<

&

Z4

2

>$

!

L(4+8486*,84(+76

[

)6+:614,

2

*,G7(.8068Y(G680(17

!

NK,G

W

-6%

"

.

$$

.
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表
?

!

蜂窝网已知点的三维坐标和已知观测距离

;,X>#

!

;0*6614G6+74(+,-:((*14+,867,+1(X76*5,84(+

1478,+:6(.A+(Y+

W

(4+874+:6--)-,*+68Y(*A G

! !!

点号
控制点坐标

- . /

伪距观测值

L% !""">"" ">"" ?>"" !F$#>FF

L$ $""">"" #!&!>%" %">"" #"&C>C%

L# $̂""">"" #!&!>%" %?>"" &F&$>&$

L! !̂""">"" ">"" $">"" FFC?>$E

L? $̂""">"" #̂!&!>%" $?>"" %"&$C>""

L& $""">"" #̂!&!>%" #">"" EC%%>#&

表
@

!

不同方法的解算结果%算例
=

&

;,X>!

!

U,-:)-,84(+*67)-87(.14..6*6+8G680(17

!

NK,G

W

-6$

"

方法 数值收敛解0
G

迭代次数
?

非线性最小二乘法
!%!">&&E# !%!C>E$%# !?%?>C?"F

#

高斯牛顿法 # 不收敛 # #

传统非线性正则化迭代法
!#&%>???# !#&?>&#$% %!#>$&$$ %!?

本研究方法
!#&%>???# !#&?>&#$% %!#>$&$$ #?

!!

由表
!

可知$从数值收敛解来看$非

线性最小二乘法得到的收敛解误差较

大$尤其是
/

方向的解偏离真实值最

大$解算结果不可信$证明
/

方向确实

受病态影响最大$病态主要集中在
/

方

向&高斯牛顿法不适用于处理病态方程$

易受到初值的约束和病态的影响$使解

无法收敛&传统非线性正则化迭代法和

本研究方法虽然得到收敛解的数值相

同$但该方法在水平方向得到的还是传

统意义上的非线性最小二乘解$但因为

/

方向受到正则化约束的作用$使得
/

方向上解的病态性减弱$误差减小$同时

因为方程整体病态的减弱也影响了其余

$

个方向的解$与模拟真值更相近$提高

了非线性最小二乘法的精度)从迭代次

数对比来看$该方法提高了传统非线性

正则化迭代法的收敛效率$具有良好的

性能)

图
#

给出了传统非线性正则化迭代

法和本研究方法的点位迭代序列图$从图中可以看出$该方法在提高收敛效率的同时稳定性并没下降$能更

早更快的趋于收敛)结合表
!

可以得出结论%该方法在处理病态测距定位方程时表现出良好的性能)

图
?

!

=

种方法的点位迭代序列图%算例
=

&

Z4

2

>#

!

L(4+8486*,84(+76

[

)6+:614,

2

*,G7(.8068Y(G680(17

!

NK,G

W

-6$

"

?>?

!

算例
?

!水下定位实测数据实验

选取南海测量船围绕应答器航行一圈数据中的
%?

个相邻数据$根据这
%?

个已知点
!

%

$

!

$

$1$

!

%?

的坐标

和观测距离求待定点
!

%&

的三维坐标)将所有数据进行单点定位的结果作为待定点的真值$即!

$!#EF$?H"CF

$

!F%FFCH!#?

$

$"%"H&F!

")实验所给的迭代初始值为
$

"

]

'

$!#EF""

$

!F$"""

$

%"""

(

;

$迭代终止条件为

6

!

$

?

"

.

%"

^E

)在水下定位中$布设浮标时所有浮标都漂浮在一个水平面上$出现近似共面的情况$使得

水下测距定位方程线性化后的方程设计矩阵存在严重的病态性)计算设计矩阵的条件数为
%H&%#?j%"

#

$

方程存在严重病态$再计算设计矩阵在
#

个方向的特征值分别为
%#HC$!C

*

%H$&&E

*

"H""E?

$

/

方向上的特

征值最接近于
"

$证明水下测距定位方程的病态问题主要集中在
/

方向上$

-

方向和
.

方向态性良好)同

算例
%

*

$

$分别采用
!

种方法进行计算$结果如表
?

所示)

.

#$

.
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表
K

!

不同方法的解算结果%算例
?

&

;,X>?

!

U,-:)-,84(+*67)-87(.14..6*6+8G680(17

!

NK,G

W

-6#

"

方法 数值收敛解0
G

迭代次数
?

非线性最小二乘法
$!#EF?$>"?F$ !F$"$$>F%$# $?!!>$&$?

#

高斯牛顿法 # 不收敛 # #

传统非线性正则化迭代法
$!#EF!F>"$%F !F$"%%>#&%! $%!$>F$&# ?%$

本研究方法
$!#EF!F>"$%F !F$"%%>#&%! $%!$>F$&# !?

由表
?

可知$非线性最小二乘法得到的收敛解误差较大$解算结果不可信$尤其是
/

方向上的解与真值

的偏差最大$证明
/

方向上的病态性最强&高斯牛顿法这类普通的数值迭代法易受到初值的约束和方程病

态性的影响$解无法收敛$不适用于处理病态问题)与传统非线性正则化迭代法相比$本研究方法性能更优)

因此$对于水下定位存在的已知点和未知点近似共面的情况$该方法也能表现出良好的性能$适用于实际问

题)

图
!

给出了传统非线性正则化迭代法和本研究方法的点位迭代序列)从图中可以明显地看出$该研究

方法开始收敛的早$稳定性较好$没有较大的扰动$并且大大提高了传统非线性正则化迭代法的收敛效率$表

明本方法在水下定位的实际应用中能够发挥良好的性能)

图
@

!

=

种方法的点位迭代序列图%算例
?

&

Z4

2

>!

!

L(4+8486*,84(+76

[

)6+:614,

2

*,G7(.8068Y(G680(17

!

NK,G

W

-6#

"

@

!

结束语

在大地测量中$非线性正则化数值迭代法被广泛地应用于病态测距定位方程的解算中)然而$在测距定

位中$常出现已知点和未知点近似共面的情况$此时方程线性化后的设计矩阵具有病态性$通过条件数法和

特征分析法可以判断病态主要集中于
/

方向)本研究提出一种改进的非线性正则化数值迭代法$将正则化

约束仅作用于病态方向$来提高非线性收敛效率$增强解的稳定性)实验结果表明$本研究方法能够降低病

态性对解的影响$提高传统非线性正则化迭代法的收敛效率$具有更好的局部收敛性质)
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