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半无限横观各向同性介质中三维裂纹问题数值分析
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（１．山东科技大学 土木建筑学院，山东 青岛２６６５９０；２．香港大学 土木工程系，香港）

摘　要：采用对偶边界元方法分析了沿裂纹面分别作用法向和切向均布力时半无限横观各向同性介质中的三维矩

形裂纹。裂纹面及半无限域自由面平行于材料各向同性面。该方法基于双层横观各向同性材料基本解，以裂纹面

间断位移为未知量建立了面力超奇异边界积分方程。根据求得的间断位移计算了该类裂纹的应力强度因子。最

后讨论了自由面、矩形裂纹边长比、材料弹性系数对应力强度因子的影响。结果表明，自由面对作用法向均布力的

该类矩形裂纹应力强度因子有明显影响，对作用切向均布力的该类矩形裂纹应力强度因子影响较小，且自由面的

这种影响主要与裂纹面到自由面的距离有关，与矩形裂纹边长比基本无关。
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　　近年来，对含有裂隙、夹杂、微裂纹等缺陷的岩石断裂力学研究越来越受到工程和科研人员的关注。在

断裂力学中，这些缺陷统一用裂纹来表征。在外部荷载作用下，裂纹尖端存在高应力集中，易引起材料发生

低应力脆性破坏。因此，对岩石材料中的裂纹进行断裂力学分析具有重要意义。
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在线弹性断裂力学中，应力强度因子（ｓｔｒｅｓｓｉｎｔｅｎｓｉｔｙｆａｃｔｏｒ，ＳＩＦ）是表征裂纹尖端应力场的重要参数。

对于三维裂纹问题，难以得到其应力强度因子解析解，往往需要借助数值方法。由于边界元方法具有精

度高，适合处理应力应变梯度大以及无限域和半无限域问题的优点，因而在裂纹问题分析中得到了广泛

应用。Ｗｅａｖｅｒ
［１］建立了裂纹位错的积分方程，采用数值方法分析无限域均匀介质中矩形裂纹。Ｐａｎ等

［２］

采用对偶边界元方法分析了无限域均匀介质中的矩形裂纹。肖洪天等［３］基于层状材料基本解发展了边

界元方法，分析了受倾斜张力作用的平行于功能梯度材料夹层的椭圆盘状裂纹。岳中琦等［４］采用对偶边

界元方法分析了横观各向同性双层材料中矩形裂纹。肖洪天等［５６］采用边界元方法分析了有限和无限域

梯度材料中的矩形裂纹以及无限域层状岩体中的正方形裂纹。陈梦成［７］采用边界元法分析了无限域中

的片状裂纹。王静等［８］采用伪力法和叠加原理分析了有限板岩石材料中斜裂纹在压缩荷载作用下的应

力强度因子。闫相桥［９］用边界元方法计算了无限大板椭圆孔的分支裂纹的应力强度因子。上述研究大

多是对无限域和有限域介质中的裂纹进行分析，尚未见到对半无限域横观各向同性介质中的裂纹分析的

相关文献。自然界中的地基为半无限域问题，且在多年的沉积过程中，力学特性上大都为各向异性，在工

程上往往将其作为横观各向同性材料处理。为此，本研究利用岳中琦等［４］发展的双材料对偶边界元方

法，分析了半无限横观各向同性材料中的三维矩形裂纹问题。

１　无限域双层横观各向同性材料的对偶边界元方法

１．１　基于双层横观各向同性材料基本解的对偶边界积分方程

１９９５年，岳中琦
［１０］提出了双层横观各向同性材料的基本解，于２００７年发展了基于该基本解的对偶边界

元法［４］。该类型的对偶边界元法建立了两套积分方程，即：位移边界积分方程和面力边界积分方程，适用于

分析有限域双层材料中的裂纹问题。由此所发展的边界元法适应于分析无限域双层材料中的裂纹问题，此

时，只需面力边界积分方程，并且退化为

狋犻（狔Γ＋）＋狀犻（狔Γ＋）∫Γ＋犜

犻犼犽（狔Γ＋，狓Γ＋）Δ狌犽（狓Γ＋）ｄΓ（狓Γ＋）＝０。 （１）

其中：狔Γ＋ 和狓Γ＋ 分别为源点和场点；Γ
＋ 为裂纹其中的一个面；狀犼（狔Γ＋）为裂纹面的外法线方向；犜


犻犼犽为双层横

观各向同性材料基本解的核函数；Δ狌犽（狓
Γ
＋
）为裂纹面的张开位移；狋犻（狔Γ＋）为裂纹面上源点处的面力。

１．２　 边界积分方程的数值方法

采用３种类型（等参元和２种非连续单元）的９节点单元来离散裂纹面
［２，４］。单元内任意点的坐标为

狓犻＝∑
９

犾＝１
φ犾狓

犾
犻，犻＝１，２，３。 （２）

其中：φ犾（犾＝１，２，…，９）是单元形函数。３种单元的形函数在文献［２］中给出。

对于裂纹面上远离裂尖的位置，用等参元离散。裂纹的间断位移用节点的位移值为

Δ狌犻＝∑
９

犾＝１
φ犾Δ狌

犾
犻，犻＝１，２，３。 （３）

为使数值方法能描述裂尖位移的变化，采用２种类型的非连续单元，单元类型 Ⅰ 的裂纹间断位移为

Δ狌犻＝∑
９

犾＝１

１＋槡 ηφ犾Δ狌
犾
犻，犻＝１，２，３； （４）

单元类型 Ⅱ 的裂纹间断位移表示为

Δ狌犻＝∑
９

犾＝１

１＋槡 ξ １＋槡 ηφ犾Δ狌
犾
犻，犻＝１，２，３。 （５）

１．３　 超奇异积分的处理方法

方程（１）中的积分为超奇异积分（狅（狉－３））。该积分项可进一步表示为：

∫
１

－１∫
１

－１
犜
犻犼犽［狔（ξ

ｃ，η
ｃ），狓（ξ

ｃ，η
ｃ）］φ犾（ξ，η）犵（ξ，η）犑（ξ，η）ｄξｄη。 （６）

其中：（ξ
ｃ，η

ｃ）和（ξ，η）分别为源点狔和场点狓 的局部坐标；犑是雅克比变换行列式；对于９节点等参元，
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犵（ξ，η）＝１；对于类型 Ⅰ 的单元，犵（ξ，η）＝ １＋槡 η；对于类型 Ⅱ 的单元，犵（ξ，η）＝ １＋槡 ξ １＋槡 η。

采用Ｋｕｔｔ’ｓ型求积公式计算式（６）的超奇异积分，在局部坐标系（ξ，η）中，引入极坐标：ξ＝ξ
ｃ
＋狉ｃｏｓθ，

狔＝η
ｃ
＋狉ｓｉｎθ。

式（６）可重写为：

∑
犿∫

θ２

θ１∫
犚（θ２

）

θ１

犜
犻犼犽［狔（ξ

ｃ，η
ｃ），狓（狉，θ）］φ犾（狉，θ）犵（狉，θ）犑（狉，θ）狉ｄ狉ｄθ。 （７）

其中，犿求和是针对单元上所有三角形进行的。如果源点狔Γ＋ 位于角点，那么需要将单元划分为２个三角形，

即犿＝１，２；如果源点狔Γ＋ 位于单元边上且不在角点，单元需要划分为３个三角形，即犿＝１，２，３；如果源点

狔Γ＋ 位于单元内部，单元需要划分为４个三角形，即犿＝１，２，３，４。

通过坐标变换，式（９）中被积函数出现狉，此时被积函数出现１／狉２奇异性。这样，可采用Ｋｕｔｔ’ｓ求积公式

计算关于狉的内层积分，采用高斯型求积公式计算关于θ的外层积分。对于任意给定的高斯积分点θ犼，式（９）

的内层积分采用犖 节点等距数值积分计算：

∫
犚

０

犳（狉）

狉２
ｄ狉≈

１

犚∑
犖

犻＝１

（狑犻＋犮犻ｌｎ犚）犳（
犻－１
犖
犚）。 （８）

其中：狑犻和犮犻是Ｋｕｔｔ给出的权值和系数，被积函数为：

犳（狉）＝犜
犻犼犽［狔（ξ

ｃ，η
ｃ），狓（狉，θ犼）］×φ犾（狉，θ犼）犵（狉，θ犼）犑（狉，θ犼）狉

３。 （９）

在推导犖 节点等距积分公式时，在狉＝０邻域内，假设被积函数犳（狉）∈犆
０［０，犚］，且犳（狉）∈犆

２。

在数值计算时，采用２０节点等距数值积分计算关于狉的有限部分积分，采用２０节点高斯型求积公式计

算关于θ犼的外层积分。

１．４　 应力强度因子的计算

在裂尖处节点建立局部三轴正交坐标系（狓１，狓２，狓３），其中，狓１ 轴垂直于裂纹面，狓２ 轴为垂直于裂纹面与

切向于裂纹面的平面的交线，狓３ 轴与裂尖长度方向相切。节点间断位移定义为：

Δ狌犻＝狌
＋
犻（狓１，狓２，狓３）－狌

－
犻（狓１，狓２，狓３），犻＝１，２，３。 （１０）

根据文献［１１］，在距离裂尖狉处的节点间断位移与裂尖应力强度因子的关系式为：

Δ狌＝２
２狉

槡π犔
－１犽。 （１１）

图１　 无限域双层材料中的矩形裂纹犃犅犆犇 示意图

（犃犅边长为２犪，犅犆边长为２犫，Γ－，Γ＋ 分别为上下裂纹面）

Ｆｉｇ．１　Ａｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒｃｒａｃｋ（２犪×２犫）ｉｎａｎｉｎｆｉｎｉｔｅｓｐａｃｅ

ｃｏｎｓｉｓｔｉｎｇｏｆｄｏｕｂｌｅｅｌａｓｔｉｃｈａｌｆｓｐａｃｅｓ

（Γ－ａｎｄΓ＋ａｒｅｔｈｅｕｐｐｅｒａｎｄｌｏｗｅｒｃｒａｃｋｓｕｒｆａｃｅｓ）

其中：Δ狌＝ ［Δ狌１，Δ狌２，Δ狌３］
Ｔ，犽＝ ［犓Ⅰ，犓Ⅱ，

犓Ⅲ］
Ｔ 为 三 种 模 式 的 应 力 强 度 因 子；犔 是

ＢａｒｎｅｔｔＬｏｔｈｅ张量，依赖于局部坐标系下裂尖

材料的各向异性特点。

为便于比较，将计算出的应力强度因子

犓Ⅰ，犓Ⅱ，犓Ⅲ 分别除以含裂纹长为２犮的无限

大平板受均匀拉伸荷载狆时的应力强度因子，

进行无量纲化，即：Ⅰ 型犛犐犉 ＝ 犓Ｉ／狆（π犮）
１／２，

Ⅱ 型 犛犐犉 ＝ 犓Ⅱ／狆（π犮）
１／２，Ⅲ 型 犛犐犉 ＝

犓Ⅲ／狆（π犮）
１／２。

２　 无限域中的矩形裂纹分析

首先，分析无限域中的矩形裂纹问题，如图

１所示，犪和犫分别为矩形裂纹的半边长。当裂纹

面为正方形（边长比犪／犫＝犮／犮），裂纹面作用法

向均布压力狆时，本文方法计算得到的犛犐犉 最

大值（犓Ⅰ／狆（π犮）
１／２）为０．７６０５。Ｗｅａｖｅｒ

［１］得到的犛犐犉最大值为０．７４，Ｐａｎ和Ｙｕａｎ
［２］得到的犛犐犉最大值为
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犖犖犪犪狋狋狌狌狉狉犪犪犾犾犛犛犮犮犻犻犲犲狀狀犮犮犲犲

０．７６２６。表１和表２给出了裂纹面分别作用法向和切向均布力时在不同裂纹边长比时的裂尖犛犐犉值。从表１

可知，与正方形裂纹相比，随裂纹边长比犪／犫的增大，法向或切向均布力作用时长短边中点裂尖的犛犐犉 值均

逐渐增大，且逐渐趋近于一稳定值。其中，长边中点裂尖的犛犐犉 值逐渐接近于１，趋于平面裂纹问题的结果，

这与 Ｗｅａｖｅｒ
［１］得到的结论相吻合。

表１　 无限域中矩形裂纹长边中点应力强度因子值随裂纹边长比的变化表

Ｔａｂ．１　Ｔｈｅｍａｘｉｕｍ犛犐犉ｏｆｌｏｎｇｅｒｓｉｄｅｖｅｒｓｕｓ犪／犫ｄｕｅｔｏｕｎｉｆｏｒｍｌｙ

ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄｎｏｒｍａｌａｎｄｔａｎｇｅｎｔｉａｌｌｏａｄｓｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙｉｎｉｎｆｉｎｉｔｅｄｏｍａｉｎ

边长比犪／犫 犮／犮 ３犮／犮 ５犮／犮 ７犮／犮 ９犮／犮

法向均布力（Ｉ型） ０．７６０５ ０．９５６２ ０．９８５９ ０．９９３０ ０．９９５２

狓向切向均布力（ＩＩＩ型） ０．６７１５ ０．９２９４ ０．９７３３ ０．９９４３ ０．９９６０

狔向切向均布力（ＩＩ型） ０．８３０３ ０．９４６６ ０．９９６０ ０．９９７１ １．００００

表２　 无限域中矩形裂纹短边中点应力强度因子值随裂纹边长比的变化表

Ｔａｂ．２　Ｔｈｅｍａｘｉｕｍ犛犐犉ｏｆｓｈｏｒｔｅｒｓｉｄｅｖｅｒｓｕｓ犪／犫ｄｕｅｔｏｕｎｉｆｏｒｍｌｙ

ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄｎｏｒｍａｌａｎｄｔａｎｇｅｎｔｉａｌｌｏａｄｓｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙｉｎｉｎｆｉｎｉｔｅｄｏｍａｉｎ

边长比犪／犫 犮／犮 ３犮／犮 ５犮／犮 ７犮／犮 ９犮／犮

法向均布力（Ｉ型） ０．７６０５ ０．８０６５ ０．８０８３ ０．８０８８ ０．８０９１

狓向切向均布力（ＩＩＩ型） ０．８３０３ ０．９２３２ ０．９２６６ ０．９２６８ ０．９３０６

狔向切向均布力（ＩＩ型） ０．６７１５ ０．７００７ ０．７０１６ ０．７０１８ ０．７０１９

表３　 横观各向同性介质弹性系数表

Ｔａｂ．３　Ｅｌａｓｔｉｃｃｏｎｓｔａｎｔｓｏｆｔｈｅｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｌｙｉｓｏｔｒｏｐｉｃｈａｌｆｓｐａｃｅ

材料弹性系数 犮１ 犮２ 犮３ 犮４ 犮５ 犮６

弹性系数值／ＧＰａ ３１．２０ ４．８９ ２５．２０ ６．２０ １２．４０ １．２３

图２　 半无限域横观各向同性介质中的矩形裂纹

Ｆｉｇ．２　Ａｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒｃｒａｃｋｉｎｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｌｙ

ｉｓｏｔｒｏｐｉｃｈａｌｆｓｐａｃｅ

３　 半无限域中矩形裂纹分析

将图１中材料２的弹性模量置为一个很小的数（１．０×

１０－１５ＧＰａ），利用无限域双层材料对偶边界元方法，应用

式（３），分析图２所示的半无限域中横观各向同性介质中

的矩形裂纹问题。图２中，横观各向同性介质各向同性面

及矩形裂纹面平行于半无限域自由面。横观各向同性介

质的５个弹性系数参照文献［１２］选取，见表３。

３．１　 自由面对裂尖犛犐犉 值影响分析

裂纹边长比置为犪／犫＝２犮／犮。为分析自由面对犛犐犉值

影响，分别计算了裂纹面到自由面距离狕＝１．０犮，１．４犮，

１．８犮，２．２犮时的裂纹犛犐犉值。为便于结果分析，沿裂纹犃犅犆犇尖端建立线坐标系犔，坐标原点在犃点，沿裂纹尖端

的４条边即犃犅，犅犆，犆犇 至犇犃，当裂纹边长比犪／犫＝２犮／犮时，犔／犮相应为０～２，２～６，６～８，８～１２。

图３为半无限域中裂纹面作用法向均布力时犛犐犉值随裂纹面到自由面距离的变化。从图中可以看出，半

无限域中，裂纹面作用法向均布力时，自由面的存在对裂纹犛犐犉 值有明显的影响，随裂纹面逐渐接近自由
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面，即距离狕减小，裂纹Ｉ型、ＩＩ型、ＩＩＩ型犛犐犉值均明显增加。同时，与无限域不同，半无限域中裂纹面作用法向

均布力时，由于自由面的存在，引起上下裂纹面法向位移不相等，从而引起裂纹面平面内的间断位移，因此裂

纹ＩＩ型和ＩＩＩ型犛犐犉值不为零。当裂纹面到自由面距离狕＝１．０犮时，相对无限域情况，长边Ｉ型犛犐犉值增加

了约５０％，短边Ｉ型犛犐犉 值增加了接近３５％。

图３　 法向均布力作用下矩形裂纹犛犐犉 值随裂纹面到自由面距离狕的变化图

Ｆｉｇ．３　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆ犛犐犉ｖａｌｕｅｓｏｆｓｉｎｇｌｅｃｒａｃｋｗｉｔｈｄｉｓｔａｎｃｅｓ狕ｄｕｅｔｏｕｎｉｆｏｒｍｌｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄｎｏｒｍａｌｔｒａｃｔｉｏｎｓ

图４为半无限域中裂纹面分别作用狓向和狔向切向均布力时ＩＩ和ＩＩＩ型犛犐犉值随裂纹面到自由面距离

的变化。可以看出，自由面的存在对裂纹面作用切向均布力时的矩形裂纹犛犐犉 值影响较小。当裂纹面到自由

面距离狕＝１．０犮时，相对无限域情况，狓向切向均布力时，长边犛犐犉最大值增加了约５％，短边犛犐犉最大值增

加了约２％；狔向切向均布力时，长边与短边犛犐犉 最大值均增加了约５％。

同时还可发现，对裂纹面作用法向或切向均布力时，由于自由面的影响，相同条件下半无限域中裂纹

犛犐犉 值大于无限域情况，但随裂纹面逐渐远离自由纹面，即距离狕＝２．２犮增大，自由面的影响逐渐减弱，犛犐犉

值逐渐减小，呈现出逐渐趋近于无限域的趋势。当裂纹面到自由面距离狕＝２．２犮时，与无限域情况相比，法向

均布力作用下，短边 Ⅰ型犛犐犉最大值增加了约８％，长边Ｉ型犛犐犉最大值增加了约１２％；狓向切向均布力时，

短边犛犐犉最大值增加了约１．０％，长边犛犐犉最大值增加了约１．５％；狔向切向均布力时，短边与长边犛犐犉最大

值均增加了约１．５％。
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图４　 切向均布力作用下矩形裂纹犐犐型和犐犐犐型犛犐犉 值随裂纹面到自由面距离狕的变化图

Ｆｉｇ．４　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆ犛犐犉ｖａｌｕｅｓｏｆｓｉｎｇｌｅｃｒａｃｋｗｉｔｈｄｉｓｔａｎｃｅｓ狕ｄｕｅｔｏｕｎｉｆｏｒｍｌｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄｔａｎｇｅｎｔｉａｌｔｒａｃｔｉｏｎｓ

３．２　 边长比对裂尖犛犐犉 值影响分析

表４和表５给出了半无限域中矩形裂纹分别作用法向和切向均布力时长短边裂尖中点的犛犐犉值随裂纹

边长比的变化。从表４可知，与无限域情况相同，在法向或切向均布力作用时，随裂纹边长比的增加，其长短

边中点裂尖犛犐犉 值逐渐增大并趋近于一稳定值。在无限域情况中，随裂纹边长比的增加，在法向或切向均布

力作用时，长边中点裂尖犛犐犉 值均趋近于１，即趋于二维平面裂纹问题的结果。在半无限域中，裂纹面到自由

面距离狕＝１．０犮时，由于自由面的影响，在法向均布力作用下，其长边中点Ｉ型犛犐犉值趋近于１．５；在狓向切

向均布力作用下，趋近于１．０５；在狔向切向均布力作用时，趋近于１．０７。由此也表明切向均布力作用时自由

面对裂尖犛犐犉 值的影响较小。

表４　 半无限域中矩形裂纹长边中点应力强度因子值随裂纹边长比的变化表

Ｔａｂ．４　Ｔｈｅｍａｘｉｕｍ犛犐犉ｏｆｌｏｎｇｅｒｓｉｄｅｖｅｒｓｕｓ犪／犫ｄｕｅｔｏｕｎｉｆｏｒｍｌｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄｎｏｒｍａｌａｎｄ

ｔａｎｇｅｎｔｉａｌｌｏａｄｓｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙｉｎｓｅｍｉｉｎｆｉｎｉｔｅｄｏｍａｉｎ

边长比犪／犫 犮／犮 ３犮／犮 ５犮／犮 ７犮／犮 ９犮／犮

法向均布力（Ｉ型） ０．９８６６ １．４５１１ １．４９６１ １．４９８０ １．５０３０

狓向切向均布力（ＩＩＩ型） ０．６９８４ ０．９７３６ １．０２１１ １．０４６９ １．０４７４

狔向切向均布力（ＩＩ型） ０．８５３９ １．００６７ １．０６１４ １．０６１２ １．０６５４

表５　 半无限域中矩形裂纹短边中点应力强度因子值随裂纹边长比的变化表

Ｔａｂ．５　Ｔｈｅｍａｘｉｕｍ犛犐犉ｏｆｓｈｏｒｔｅｒｓｉｄｅｖｅｒｓｕｓ犪／犫ｄｕｅｔｏｕｎｉｆｏｒｍｌｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄｎｏｒｍａｌａｎｄ

ｔａｎｇｅｎｔｉａｌｌｏａｄｓｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙｉｎｓｅｍｉｉｎｆｉｎｉｔｅｄｏｍａｉｎ

边长比犪／犫 犮／犮 ３犮／犮 ５犮／犮 ７犮／犮 ９犮／犮

法向均布力（Ｉ型） ０．９８６６ １．０７１２ １．０７６９ １．０７９０ １．０７９２

狓向切向均布力（ＩＩＩ型） ０．８５０２ ０．９４７５ ０．９５６２ ０．９５６８ ０．９５７０

狔向切向均布力（ＩＩ型） ０．６９８４ ０．７３７２ ０．７３８１ ０．７３８２ ０．７３８６
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图５　 矩形裂纹裂尖中点犛犐犉 值相对于无限域变化值随裂纹边长比的变化图

Ｆｉｇ．５　Ｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆ犛犐犉ｖａｌｕｅｓｉｎｃｒｅａｓｉｎｇａｍｐｌｉｔｕｄｅｒｅｌａｔｉｖｅｔｏｉｎｆｉｎｉｔｅｓｐａｃｅａｔｍｉｄｄｌｅｐｏｉｎｔｏｆ

ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒｃｒａｃｋｔｉｐｓｗｉｔｈｓｉｄｅｒａｔｉｏｓｏｆ犪ｔｏ犫

图５为矩形裂纹长边和短边裂尖中点犛犐犉 值相对于无限域的变化值随裂纹边长比的变化曲线。从图５

可以看出，当矩形裂纹边长比犪／犫≥２时，随裂纹边长比的增加，长短边裂尖中点犛犐犉 值相对于无限域的增

加幅度基本没有变化。由此表明，当裂纹边长比犪／犫≥２时，自由面对矩形裂纹裂尖犛犐犉 值的影响主要与裂

纹面到自由面的距离大小有关，而与矩形裂纹边长比的大小关系不大。

３．３　 弹性系数对裂尖犛犐犉 值影响分析

参照文献［１３］，选择如表６所示的７种不同类型岩石材料，分析半无限域中横观各向同性介质弹性模量

犈狓／犈狕，剪切模量犌狓／犌狕，泊松比狏狓狔／狏狓狕 的变化对矩形裂纹裂尖犛犐犉 值的影响。矩形裂纹边长比置为犪／犫＝

２犮／犮。表３中犈狓 ＝５０ＧＰａ，狏狓狔 ＝０．２５。

表６　７种不同类型岩石材料犈狕／犈狕，狏狓狔／狏狓狕，犌狓／犌狕 弹性系数比

Ｔａｂ．６　Ｅｌａｓｔｉｃｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｒａｔｉｏｆｏｒｓｅｖｅｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｒｏｃｋｔｙｐｅｓ

岩石材料类型 犈狕／犈狕 狏狓狔／狏狓狕 犌狓／犌狕 裂纹面到自由面距离狕

Ｒｏｃｋ１ １．０ １．００ １．０ １．０犮

Ｒｏｃｋ２ ２．０ １．００ １．０ １．０犮

Ｒｏｃｋ３ ３．０ １．００ １．０ １．０犮

Ｒｏｃｋ４ １．０ ０．７５ １．０ １．０犮

Ｒｏｃｋ５ １．０ １．５０ １．０ １．０犮

Ｒｏｃｋ６ １．０ １．００ ２．０ １．０犮

Ｒｏｃｋ７ １．０ １．００ ３．０ １．０ｃ

图６和图７为法向均布力作用下矩形裂纹裂尖犛犐犉值随弹性系数的变化曲线。对于无限域均匀介质中的裂

纹，裂纹尖端犛犐犉值与材料特性无关
［４］。而在半无限域中，从图中可以看出，这一结论不再成立。对于Ｉ型和ＩＩ型

犛犐犉值，弹性模量对裂尖犛犐犉值影响最为明显，剪切模量次之；对于ＩＩＩ型犛犐犉值正好相反，剪切模量最为明显，

弹性模量次之。泊松比的变化对裂尖Ｉ、ＩＩ和ＩＩＩ型犛犐犉值均无影响。随弹性模量犌狕减小，裂尖Ｉ、ＩＩ和ＩＩＩ型犛犐犉值

均减小；随剪切模量犌狕 减小，裂尖犐型犛犐犉值增大，ＩＩ型犛犐犉值基本不变，ＩＩＩ型犛犐犉值减小。



王炳军等

半无限横观各向同性介质中三维裂纹问题数值分析 ２７　　　
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犖犖犪犪狋狋狌狌狉狉犪犪犾犾犛犛犮犮犻犻犲犲狀狀犮犮犲犲

图６　 法向均布力作用下矩形裂纹裂尖犐型和

犐犐型犛犐犉 值随弹性系数的变化图

Ｆｉｇ．６　ＥｆｆｅｃｔｏｆｅｌａｓｔｉｃｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｏｎｔｙｐｅＩａｎｄＩＩ犛犐犉

ｖａｌｕｅｓｄｕｅｔｏｕｎｉｆｏｒｍｌｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄｎｏｒｍａｌｔｒａｃｔｉｏｎｓ

图７　 法向均布力作用下矩形裂纹

裂尖犐犐犐型犛犐犉 值随弹性系数的变化图

Ｆｉｇ．７　ＥｆｆｅｃｔｏｆｅｌａｓｔｉｃｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｏｎｔｙｐｅＩＩＩ犛犐犉ｖａｌｕｅｓ

ｄｕｅｔｏｕｎｉｆｏｒｍｌｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄｎｏｒｍａｌｔｒａｃｔｉｏｎｓ

图８和图９分别为狓向和狔向切向均布力作用下矩形裂纹裂尖犛犐犉 值随弹性系数的变化曲线。从图可

知，在切向均布力作用下，除剪切模量的变化对裂尖犛犐犉 值有较小的影响外，弹性模量和泊松比的变化均对

裂尖犛犐犉 值基本无影响。
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图８　狓向切向均布力作用下矩形裂纹

裂尖犛犐犉 值随弹性系数的变化图

Ｆｉｇ．８　Ｅｆｆｅｃｔｏｆｅｌａｓｔｉｃｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｏｎ犛犐犉ｖａｌｕｅｓｄｕｅ

ｔｏｕｎｉｆｏｒｍｌｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ狓ｔａｎｇｅｎｔｉａｌｔｒａｃｔｉｏｎｓ

图９　狔向切向均布力作用下矩形裂纹

裂尖犛犐犉 值随弹性系数的变化图

Ｆｉｇ．９　Ｅｆｆｅｃｔｏｆｅｌａｓｔｉｃｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｏｎ犛犐犉ｖａｌｕｅｓｄｕｅｔｏ

ｕｎｉｆｏｒｍｌｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ狔ｔａｎｇｅｎｔｉａｌｔｒａｃｔｉｏｎｓ

４　 结论

针对半无限域横观各向同性介质中平行于自由面的矩形裂纹，采用双层材料对偶边界元方法进行了分
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半无限横观各向同性介质中三维裂纹问题数值分析 ２９　　　
ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｈａｎｄｏｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ

犖犖犪犪狋狋狌狌狉狉犪犪犾犾犛犛犮犮犻犻犲犲狀狀犮犮犲犲

析，考虑法向和切向两种均布荷载。研究了半无限域中自由面、矩形裂纹边长比、横观各向同性介质弹性系数

对裂尖犛犐犉 值的影响。主要结论如下：

１）与无限域不同，半无限域中自由面的存在对作用法向荷载的该类矩形裂纹犛犐犉 值有明显影响，对作

用切向荷载的该类矩形裂纹犛犐犉 值影响较小；自由面的这种影响主要与裂纹面到自由面距离有关，与矩形

裂纹边长比基本无关。

２）在法向均布力作用下，弹性模量的变化对矩形裂纹犛犐犉 值的影响最为明显；在切向均布力作用下，仅

剪切模量的变化对矩形裂纹犛犐犉 值有较小的影响。泊松比的变化对作用法向或切向均布力的矩形裂纹犛犐犉

值均基本无影响。
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