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摘
!

要!忆阻器作为一种具有特殊非线性的基本电路元件#广泛应用于混沌电路中#离散忆阻系统是将忆阻器模型

离散化处理后得到的#近年来得到越来越多的关注和讨论%本研究基于离散忆阻构建了一个新的二阶离散忆阻超

混沌系统#通过系统方程分析发现该系统存在隐藏吸引子#其动力学行为是隐藏动力学行为%通过相图&李雅普诺

夫指数谱&分岔图和时域图等数值手段#分析系统基于参数
>

的分岔行为#观察到系统的多周期&混沌&超混沌&周

期二的隐藏动力学行为$研究了系统的初始位移调控行为和同质与异质多稳定性的复杂动力学行为%最后#利用

_/G

硬件平台验证了系统的可行性%

关键词!超混沌系统$离散忆阻$数值分析$初始位移调控$多稳定性
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不同于传统的电阻(电容(电感等基础电路元件%忆阻器本质上是非线性电子器件'忆阻器的提出和制

备引起学术界和工业界的广泛关注)

"

*

%引发了一系列基于忆阻性质的新一代智能电脑)

$

*和类脑机器)

#D!

*的讨

论与探索'研究人员发现%当忆阻器应用于混沌系统时%能够产生丰富复杂的动力学行为%这是由于忆阻器

存在内部状态变量%使得基于忆阻器的动力系统行为除受系统参数控制外%还与忆阻器内部状态变量有关%

使忆阻混沌系统对初始值更为敏感'
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对忆阻混沌系统丰富而复杂动力学行为的研究%有利于理解忆阻器在电路系统中的动力学行为%并构造

出新的忆阻混沌系统)

?

*

'对于忆阻器应用于混沌系统的探索取得了丰硕的成果'围绕连续忆阻器%文献)

&

*

利用线性二次型问题的最优控制理论%实现了蔡氏忆阻混沌系统的同步方案%并利用数值仿真验证了方法的

有效性#文献)

C

*设计了一个基于忆阻器和忆感器的混沌系统并分析了系统动力学行为#文献)

LDE

*研究了其

构建的忆阻混沌系统中的初始位移调控行为#文献)

"%

*基于磁控忆阻仿真器和有源荷控忆阻仿真器%设计了

一个新的五阶混沌电路系统%并验证了系统数值分析的正确性'

P0),

等)

""

*将忆阻器的概念扩展到记忆系

统!或广义忆阻器"的动力学系统中%将忆阻器视为记忆系统的一种特殊情况'

通常%系统可以被划分为连续系统和离散系统%据此对忆阻系统也做出类似划分'离散忆阻系统不需要

复杂模拟器件进行调试%可以直接在数字平台上实现%并可用于描述离散系统的动力学特性'一些研究人员

对离散忆阻系统进行了研究%如
J6

等)

"$

*提出分数阶离散忆阻系统模型并构建正弦映射%观察其多稳定性#

通过引入离散忆阻系统的方法改善原
Js+(+

映射的性能)

"#

*

#文献)

"!

*提出一种基于离散忆阻的高维混沌

系统%仿真表明离散忆阻不仅扩大了原系统的超混沌区域%而且提高了系统的复杂性'

],(

等)

"?

*提出一个

具有两种特殊情况的代数二阶超混沌系统%实现了离散时间映射中的初始位移调控共存吸引子%并基于单片

机硬件平台实现了该系统#文献)

"&

*基于采样开关的忆阻器
D

电容器电路推导得到一种二阶离散映射模型%

并通过相图(迭代序列和吸引盆证实了其复杂的动力学行为'文献)

"CD"E

*提出几种新的二阶离散映射构建

思路%并分析了多种复杂动力学行为%如超混沌(初始位移调控等'

一般来说%与混沌系统相比%超混沌系统至少有两个正李雅普诺夫指数和更复杂的动力学特性'为了实

现超混沌%一个连续系统至少需要四维空间%而一个离散系统最少只需要二维)

"E

*

%这大大降低了系统的复杂

度'同时%离散超混沌系统的模型是由较微分方程更为简单的代数方程构成的%具有更高的计算效率和较低

的工业成本'本研究提出的二阶离散忆阻系统在一定参数条件下可以表现出超混沌的动力学行为%说明该

系统比一般混沌系统具有更加复杂的动力学特性'从安全角度考虑%超混沌系统比混沌系统具有更复杂的

相空间%因此用其设计加密系统能够获得比混沌系统更高的安全性'初始位移相关的多稳定性通常是混沌

系统的固有性质%如果系统产生的混沌信号在振幅和频率上可控或可改变%那么系统在安全通信中具有潜在

的价值'

与传统的连续忆阻器相比%离散忆阻系统更易于在离散域系统和数字电路中得到应用)

"#

*

'研究离散忆

阻系统的混沌映射及其动力学特性(利用离散忆阻系统的记忆性和非线性特性来进一步提高经典离散混沌

系统的性能具有重要的意义'目前%对于离散忆阻系统及离散忆阻混沌系统的研究较少%尤其是对由离散忆

阻构成的混沌系统的隐藏超混沌吸引子研究鲜有报道'本研究设计了一个基于离散正弦忆阻的二阶离散忆

阻超混沌系统%利用数值仿真方法研究其丰富的动力学行为%并基于
_/G

平台分析系统硬件实现的可行性'

@

!

离散忆阻系统数学模型

根据忆阻器的定义%一个理想的离散荷控忆阻系统数学模型描述)

"C

*为&

?

%

lQ

!

3%

"

"

%

%

3%a"

l

3%

a0"

%

'

1

!

"

"

式中&

?

%

(

"

%

和
3%

分别为第
%

次迭代时
?

!

.

"(

"

!

.

"和
3

!

.

"的采样值#

3%a"

为第
%a"

次迭代时
3

!

.

"的采样值#

Q

!

3%

"代表忆阻值
Q

!

3

"在第
%

次迭代时的采样值#

0

表示一次迭代的步长%常量'本研究使用离散正弦忆

阻系统%数学表达形式为&

?

%

l74+

!

3%

"

"

%

%

3%a"

l

3%

a0"

%

'

1

!

$

"

令
0l%c%%!L

%设置初始条件
3%

l%

%将离散电流源表示为
"

%

lP74+

!

$

7

R

%

"%其中&

P

表示电流源的振

幅%

R

表示电流源的频率'通过
WH;QH]

数值仿真模拟%可以获得离散忆阻系统模型在
S8U

平面的特性曲

线%即离散忆阻的捏滞回线'设置激励振幅
Pl"

%在不同激励频率下离散忆阻系统的
S8U

特性曲线如图
"

!

,

"所示'设置激励频率
R

l$

%在不同激励振幅下离散忆阻系统的
S8U

特性曲线如图
"

!

X

"所示'很明显%

,

#%"

,
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离散正弦忆阻系统的捏滞回线取决于激励信号的频率
R

和振幅
P

%较小的电流信号振幅或较高的频率都会

使捏滞回线更紧缩'

图
@

!

不同激励时离散忆阻系统的捏滞回线

Y4

2

>"

!

G4+:0610

9

786*6747-((

[

7(.806147:*68674+)7(41,-F6F*478(*)+16*14..6*6+86\:48,84(+

!!

在双极性周期性离散电信号的作用下%离散化处理后的离散正弦忆阻系统在
S8U

平面的特性曲线为一

个过原点的捏滞回线%当离散电信号频率增大时%捏滞回线的波瓣面积减小%当频率无穷大时%捏滞回线将收

缩为一条单值函数)

$%

*

'由此可知%使用的离散正弦忆阻系统保持忆阻器的特性'

B

!

二阶离散忆阻超混沌系统

图
B

!

二阶离散忆阻超混沌系统构造示意图

Y4

2

>$

!

/8*):8)*67:06F,84:14,

2

*,F(.$_

147:*686F6F*478(*0

9[

6*:0,(84:7

9

786F

!!

基于提出的离散正弦忆阻模型%构建一个

二阶离散忆阻超混沌系统%系统构造如图
$

所

示'图
$

中%

#

表示离散忆阻与离散系统之间

的耦合强度%

>

为一个控制参数%

_W

!

147:*686

F6F*478(*

"为离散忆阻系统'利用该系统结

构%可以推导出基于离散正弦忆阻的离散忆阻

混沌系统的表达式

2

%a"

l"a#2

%

74+

,%

g>

/

2

%

/

%

,%a"

l02

%

a

,%

'

1

!

#

"

式中&

%

为自然数%

2

%

和
,%

是在第
%

次取样时

的两个状态值%

0

为离散忆阻模型中的常量'

离散系统的稳定性可用其平衡点来描述和分析'所谓离散系统的平衡点%就是当其迭代后仍回到自身

的一个点'设式!

#

"中二阶离散系统的平衡点为
9l

!

2

3

%

,

3

"%可以通过式!

!

"求得&

2

3

l"a#2

3

74+

,

3

g>

/

2

3

/

%

,

3

l02

3

a

,

3

'

1

!

!

"

由于式!

!

"所示的方程组无解%可知所提出的离散忆阻混沌系统!式!

#

""不存在平衡点'由于系统存在

吸引子%且该吸引子的吸引域中不含平衡点%故该吸引子为隐藏吸引子%其动力学行为是隐藏动力学行为'

设置系统的初始状态!

%c"

%

7

+

$

"%设置参数
#l"cC?

%

0l%c%%!L

'当
>l%c$&!

时%系统的两个李雅普

诺夫指数分别为
%c"!#

和
g%c"?"#

%说明此时系统处于混沌状态%其隐藏混沌吸引子如图
#

!

,

"所示'特别

地%当改变参数
>

的取值%令
>l%c%L$

%系统的两个李雅普诺夫指数分别为
%c"??

和
%c%#C&

%即出现了两个

正李雅普诺夫指数%说明此时系统处于超混沌状态%所提出的基于离散正弦忆阻的系统是超混沌的%其隐藏

超混沌吸引子如图
#

!

X

"所示'通过系统相图的离散点图可以看出%超混沌行为比混沌行为更为复杂'

,

!%"

,
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图
H

!

系统的隐藏吸引子

Y4

2

>#

!

J4116+,88*,:8(*7(.8067

9

786F

H

!

系统动力学分析

HA@

!

基于参数的分岔行为

为了研究系统的分岔行为%以系统控制参数
>

为可变的分岔参数%

>

在区间)

g%c?

%

%c?

*内变化'设置

系统的初始状态为固定值!

%c"

%

7

+

$

"%设置系统参数
#l"cC?

%

0l%c%%!L

'随参数
>

的变化%系统!

#

"的李

雅普诺夫指数谱和分岔图如图
!

所示'

图
I

!

系统随参数
/

的李雅普诺夫指数谱和分岔图

Y4

2

>!

!

Q

9

,

[

)+(56\

[

(+6+84,-7

[

6:8*)F,+1X4.)*:,84(+14,

2

*,F(.8067

9

786FZ480>

!!

由图
!

看出%系统的两个李雅普诺夫指数在区间)

g%c?

%

%c?

*内存在大于
%

的情况%表明系统在该区间

内可以产生混沌#李雅普诺夫指数谱和分岔图所反映的系统的稳定和不稳定区域是一致的%并且在分岔图中

能够观察到明显的周期窗口'随着参数
>

的增加%系统先从反向倍周期分岔道路退出混沌%其中可以明显地

看到分岔图中的混沌(多周期以及周期窗口'当
>lg%c"$

时%系统由多周期突然变化为混沌'随着
>

继续

增加%当
>lg%c"%&

时%系统的两个李雅普诺夫指数均大于
%

%表明系统处于超混沌区%分岔图中混沌区域

与超混沌区域点的密集情况%说明超混沌比混沌的行为更为复杂'当
>l%c"#C

时%系统由混沌突然退化为

多周期'随着
>

继续增加%系统由多周期经过倍周期分岔道路重新进入混沌%在其混沌区也可以观察到明显

的周期窗口'当
>l%c$CC#

时%系统由混沌突变为周期二'

参数
>

选取几个典型的取值%所对应的李雅普诺夫指数和时域图分别如表
"

和图
?

所示'

,

?%"
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表
@

!

基于参数
/

的系统数据

;,X>"

!

/

9

786F1,8,X,761(+

[

,*,F686*>

参数
>

李雅普诺夫指数 状态 时序图

g%>!%%

!;

"

l%>$L#"

%

!!

!;

$

lg%>#"?C

混沌!见分岔图红色区域" 图
?

!

,

"

g%>"#%

!;

"

lg%>###"

%

!

!;

$

lg%>!L&E

多周期!见分岔图粉色区域" 图
?

!

X

"

g%>%?%

!;

"

l%>"C?"

%

!!

!;

$

l%>%!L#

超混沌!见分岔图蓝色区域" 图
?

!

:

"

%>$CL

!;

"

lg%>%""%

%

!

!;

$

lg%>%!!%

周期二!见分岔图绿色区域" 图
?

!

1

"

图
G

!

系统时域图

Y4

2

>?

!

;4F676

K

)6+:614,

2

*,F7(.8067

9

786F

HAB

!

初始位移调控行为和多稳定性

初始位移调控行为意味着一个系统可以通过偏移增强再现它的吸引子%此类系统通常具有一个周期函

数%当其变量发生偏移增强时%状态方程有可能会继续保持其形式'由于式!

#

"所描述的系统存在周期函数

74+

!"%因此系统可能存在初始位移调控行为%简单分析如下'

令
,%

l=

%

a$C

7

%

C

.

J

%式!

#

"变为&

2

"

l"a#2

%

74+

!

=

%

a$C

7

"

g>

/

2

%

/

%

=

"

a$C

7

l02

%

a=

%

a$C

7

'

1

!

?

"

!!

化简式!

?

"得&

2

"

l"a#2

%

74+=

%

g>

/

2

%

/

%

=

"

l02

%

a=

%

'

1

!

&

"

可以发现%式!

#

"与式!

&

"所描述的系统具有相同的形式%说明两个系统具有相似的轨迹%只是在
,

维度

,

&%"

,
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上有不同的偏移量
$C

7

%即该数学模型所描述的系统围绕
,

维度的
$C

7

循环%循环特性可以由系统数学模型

的不变性推导出来'由系统模型!

#

"到系统模型!

&

"的转换结果可以得到%所提出的系统具有初始位移调控

行为%其初始位移调控周期为
$

7

'

固定系统参数
#l"cC?

%

0l%c%%!L

不变%设置初始条件!

2

%

%

,%

"

l

!

"

%

C

7

"%

C

.

J

'当控制参数
>

在

)

%c"

%

%c?

*范围内变化时%绘制对应不同初值的状态变量
,%

的分岔图和吸引子相图'当
C

为奇数时%对应

的分岔图如图
&

!

,

"所示%固定参数
>l%c$"

%对应的吸引子相图如图
&

!

X

"所示#当
C

为偶数时%对应的分岔

图如图
&

!

:

"所示%固定参数
>l%c$"

%对应的吸引子相图如图
&

!

1

"所示'不难观察到%

C

为奇数时不同初始

值的分岔图具有相似的结构%

C

为偶数时不同初始值的分岔图也具有相似的结构%但这两种分岔结构之间存

在着较大差别'

图
R

!

初始位移调控分岔图及吸引子

Y4

2

>&

!

R+484,-DX((7861X4.)*:,84(+7,+1,88*,:8(*7

!!

图
&

表明%在该混沌系统中%初始位移偏置引起的初始位移调控行为是由周期为
$

7

的初始条件
,%

沿
,

轴切换的%特别是当
C

趋于无穷时%会出现无穷多个初始位移偏置引起的分岔行为和无穷多个隐藏初始位

移调控吸引子'

系统的初始位移调控行为也表明系统具有多稳定性'如果一个动力系统在不同的初始条件下能产生多

种吸引子%那么该系统具有多稳定性%这在非线性系统中普遍存在)

$"

*

'根据共存吸引子的结构%多稳定性可

分为同质多稳定性和异质多稳定性'同质多稳定性是指共存的吸引子具有相同的形状%但具有不同的振幅(

频率或偏移量#异质多稳定性通常是指具有不同形状或性质的共存吸引子'

由图
&

可知%该系统具有同质多稳定性和异质多稳定性'如图
&

!

X

"所示%由系统李雅普诺夫指数可知%

当初始值为!

"

%

7

"和!

"

%

?

7

"时%隐藏吸引子为周期隐藏吸引子#当初始值为!

"

%

#

7

"时%隐藏吸引子为混沌隐

,

C%"

,
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藏吸引子%即共存隐藏吸引子具有不同的性质%表明系统具有异质多稳定性'同样地%如图
&

!

1

"所示%对于

不同的初始值!

"

%

%

"(!

"

%

$

7

"(!

"

%

!

7

"%隐藏吸引子均为混沌吸引子%即共存隐藏吸引子具有相同的形状和

性质%但其在
,

轴的偏移量不同%表明系统具有同质多稳定性'

I

!

硬件实验验证

数字信号处理器!

_/G

"是一种专门处理数字信号的微型处理器芯片%可以适应各种算法%并且能够实现

对数字信号的实时(快速处理'本节利用
_/G

微控制器实现离散正弦忆阻系统和离散正弦忆阻超混沌系

统%通过数字化实现验证数值仿真的正确性'选用的
_/G

评估板型号为
RPM;MID=P??%EDHM

%主处理器为

"&

位的
;W/#$%=P??%EH

型
_/G

芯片%示波器型号为
_/ODV#%#!H

'将经过
_/G

芯片处理后的信号通过

_

+

H

转换器转换为模拟信号%并将结果输出到示波器上'

基于离散正弦忆阻系统的数学模型!式!

$

""%在
PP/

环境中编写程序并将其配置到
_/G

开发板中%设

置参数值与图
"

条件相同%对于不同的激励频率
R

和激励振幅
P

%示波器得到的离散忆阻系统的捏滞回线

分别如图
C

!

,

"(

C

!

X

"所示%实验结果与图
"

中的数值模拟结果一致%说明离散正弦忆阻系统可以通过数字化

实现'

图
V

!

基于
_/G

测试平台的离散忆阻系统硬件设备及其示波器波形图

Y4

2

>C

!

J,*1Z,*66

K

)4

[

F6+8,+1(7:4--(7:(

[

6Z,56.(*F(.147:*686F6F*4784567

9

786FX,761(+_/G8678

[

-,8.(*F

!!

同样地%由于所提出的忆阻超混沌系统是离散系统%自然可以通过数字平台来实现'根据系统!

#

"的数

学模型%设置系统参数
#l"cC?

%

0l%c%%!L

%初始状态为!

%c"

%

"c?C%CE?

"%可变参数
>

取表
"

中的几个代

表值%在
PP/

环境中编写程序并将其配置到
_/G

开发板中%然后通过示波器观察所得到的混沌序列图'为

适应
L

位
_

+

H

转换器%将这些序列转换和放大到!

%

%

$??

"的范围%最终的实验装置硬件设备图和波形结果

如图
L

所示'由图
L

可见%

_/G

实现的混沌与周期结果与数值仿真吻合%证明该系统硬件实现是可行的%为

后续应用奠定了基础'

G

!

结论

本研究基于离散正弦忆阻的数学模型%提出一个新的无平衡点的二阶离散忆阻超混沌系统%借助相轨

图(时域波形图(李雅普诺夫指数谱和分岔图%验证该系统具有超混沌(初始位移调控(同质多稳定性与异质

多稳定性并存等复杂隐藏动力学行为'在
_/G

平台上实现了离散正弦忆阻系统以及二阶离散忆阻超混沌

系统%通过示波器的波形图验证了系统的硬件实现可行性'该系统复杂的动力学特性丰富了对离散忆阻混

沌系统的研究%为后续基于离散忆阻的混沌系统研究提供了一定的理论参考'

,

L%"

,
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图
W

!

基于
!NC

平台的硬件设备及示波器波形图
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