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摘　要:首先利用傅里叶拟谱方法对 Riesz空间分数阶导数离散近似,然后利用二阶平均向量场方法构造出 Riesz
空间分数阶非线性 KleinＧGordonＧZakharov方程新的保能量格式,最后利用新的平均向量场格式数值模拟方程孤立

波的演化行为.数值模拟结果表明,Riesz空间分数阶非线性 KleinＧGordonＧZakharov方程的新格式可以精确地保

持方程的能量守恒特性.
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著名的Zakharov方程是等离子体物理中Langmuir波传播研究中的偏微分方程模型[１].Zakharov指

出,任意足够强的Langmuir湍流是不稳定的,这种不稳定导致等离子体中低密度区域的发展,并在有限时

间内崩塌.这些区域被称为洞穴,是长 Langmuir振荡的能量耗散机制[２].Zakharov系统推动了模型的进

一步发展,为类似物理现象提供了更真实的描述,其中就包括 KleinＧGordonＧZakharov系统[３Ｇ５].直到今天,
经典的Zakharov系统仍然被认为是描述高频Langmuir波和低频离子声波耦合的最佳系统之一,已经应用

于描述浅水波和非线性光学中[６Ｇ７].本研究考虑分数阶 KleinＧGordonＧZakharov方程[８Ｇ１３]

∂２u(x,t)
∂t２ －

∂αu(x,t)
∂|x|α ＋u(x,t)＋m(x,t)u(x,t)＋ u(x,t)２u(x,t)＝０,

∂２m(x,t)
∂t２ －

∂２m(x,t)
∂x２ －

∂２(u(x,t)２)
∂x２ ＝０, (１)

在有限域Ω＝(a,b)×(０,T],满足初始条件u(x,０)＝u０(x),ut(x,０)＝u１(x),m(x,０)＝m０(x),mt(x,
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０)＝m１(x),x∈[a,b]和狄利克雷边界条件u(a,t)＝u(b,t)＝０,m(a,t)＝m(b,t)＝０,t∈[０,T].

∂αu(x,t)
∂|x|α 是Riesz空间分数阶导数,１≤α≤２.方程(１)具有能量守恒函数[８]

E(t)＝‖∂u(x,t)
∂t ‖２

x,２＋‖∂α/２u(x,t)
∂x α/２ ‖２

x,２＋‖u(x,t)‖２
x,２＋‹m,u ２›x＋

１
２‖v(x,t)‖２

x,２＋
１
２‖m(x,t)‖２

x,２＋
１
２‖u(x,t)‖４

x,４.

许多学者从理论或数值分析的角度研究分数阶偏微分方程,提出一些重要的解析方法来求解分数阶偏

微分方程.同时,许多有效的数值方法,包括有限差分法、有限元法、有限体积法、谱方法等也被用来求解空

间分数阶偏微分方程,并证明了它们的一致性、稳定性和收敛性[１４Ｇ１７].Wang等[１４]构造了一维 KleinＧGorＧ
donＧZakharov系统的隐式保守有限差分格式和多对称拟谱方法.Bao等[１１]提出 KleinＧGordonＧZakharov系

统的指数波积分傅里叶拟谱方法和一致精确的有限差分方法.本研究利用平均向量场方法构造了方程(１)
的保能量格式.

１　傅里叶拟谱方法对Riesz空间分数阶导数的离散

定义１　当n－１＜α＜n,n∈N和x∈R时,α阶的Riesz空间分数阶导数定义为[１８]:

∂αu(x,t)
∂|x|α ＝ －１

２cos(πα
２

)Γ(n－α)

∂n

∂xn∫
∞

－∞

u(ξ,t)
x－ξ α＋１－ndξ , (２)

式中Γ()为伽马函数.为了简洁起见,用∂α
x u(x,t)来表示x 在(x,t)处u 的α 阶 Riesz空间分数阶导

数.实际上,Riesz空间分数阶导数是函数的左和右RiemannＧLiouville分数阶导数的线性组合.
引理１　在无限区间(－∞＜x＜∞)上,对于函数u(x,t),有[１８]:

∂αu(x,t)
∂|x|α ＝ －１

２cos(πα
２

)Γ(n－α)

∂n

∂xn∫
∞

－∞

u(ξ,t)
x－ξ α＋１－ndξ＝－(－Δ)α

２u(x,t). (３)

式中:n－１＜α＜n,n∈N.在无限区间(－∞＜x＜∞)上,分数阶拉普拉斯算子可以被定义为[１９]:

－(－Δ)α
２u(x,t)＝－F－１ x αFu(x,t), (４)

式中,F 和F－１分别表示u(x,t)的傅里叶变换和傅里叶逆变换.因此,有:

－(－Δ)α
２u(x,t)＝－

１
２π∫

∞

－∞
e－ixξ x α∫

∞

－∞
eiξηu(η,t)dηdξ . (５)

另外,在具有周期边界条件的有界区间Ω＝(a,b)上,由傅里叶级数定义为:

－(－Δ)α
２u(x,t)＝－∑

l∈Z
vl

α̂uleivl(x－a) ,vl＝
２lπ
b－a

. (６)

傅里叶系数为:

ûl ＝
１

b－a∫Ω
u(x,t)e－ivl(x－a)dx .

利用傅里叶拟谱方法对Riesz空间分数阶导数在空间上进行离散[１９].假设空间积分区间Ω＝[a,b],

并将Ω 进行N 等分,N 是一个正偶数,空间步长h＝
b－a
N

.令xj＝a＋jh,j＝０,,N－１为空间傅里叶配

置点.令函数u(x,t)中的uN (x,t)表示插值逼近INu(x,t),有:

(INu)(x,t)＝uN (x,t)＝ ∑
N/２

k＝ －N/２

ukeikμ(x－a) . (７)

式中:uk ＝
１

Nck
∑
N－１

j＝０
u(xj,t)e－ikμ(xj－a) ,μ＝

２π
b－a

,当 k ＜N/２时ck＝１,当k＝±N/２时ck＝２.

由式(６)和式(７)可得:

５０１
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－(－Δ)α
２uN (xj,t)＝－ ∑

N/２

k＝ －N/２
kμ αukeikμ(xj－a) . (８)

令uj＝u(xj,t),将uk 代入式(８),再由引理１可得:

∂αuN (xj,t)
∂|x|α ＝－(－Δ)α

２uN (xj,t)＝－ ∑
N/２

k＝ －N/２
kμ α(１

Nck
∑
N－１

l＝０
ule－ikμ(xl－a))eikμ(xj－a)

＝∑
N－１

l＝０
ul(－ ∑

N/２

k＝ －N/２

１
Nck

kμ αeikμ(xj－xl))＝(Dα
２U)j. (９)

式中:U＝(u０,,uN－１)T,Dα
２ 是N×N 阶矩阵,且

(Dα
２)j,l ＝－ ∑

N/２

k＝ －N/２

１
Nck

kμ αeikμ(xj－xl) . (１０)

２　分数阶KleinＧGordonＧZakharov方程的保能量格式

令w(x,t)＝ut(x,t),－２qxx(x,t)＝mt(x,t),则方程(１)等价于:
ut＝w,

mt＝－２qxx,

wt＝
∂αu

∂x α －u－mu－ u ２u,

qt＝－
１
２m－

１
２ u ２.

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï

(１１)

方程组(１１)可以被写成无限维哈密尔顿系统:

dz
dt＝J

δH(z)
δz

,J＝
０ I
－I ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ,I＝

１ ０
０ １
æ

è
ç

ö

ø
÷ . (１２)

式中:z＝(u,m,w,q)T,I为２×２单位矩阵,哈密尔顿函数

H(z)＝∫１
２w２＋(qx)２－

１
２u ∂αu

∂x α ＋
１
２ u ２＋

１
２m u ２＋

１
４ u ４＋

１
４m２æ

è
ç

ö

ø
÷dx . (１３)

用傅里叶拟谱方法对方程(１２)在空间方向上进行离散.傅里叶拟谱方法的关键是对偏微分方程导数的

离散.对于分数阶导数,相应谱矩阵为方程(１０),对于二阶偏导数,相应的谱微分矩阵D２ 为:

(D２)i,j＝

１
２μ２(－１)i＋j＋１ １

sin２(μ
xi－xj

２
)
,i≠j;

－μ２ N２＋２
１２

, i＝j.

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

从而得到方程(１１)的半离散系统为:
d
dtuj＝wj,

d
dtmj＝－２(D２Q)j,

d
dtwj＝(Dα

２U)j－uj－mjuj－ uj
２uj,

d
dtqj＝－

１
２mj－

１
２ uj

２.

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

(１４)

式中:j＝０,,N－１;Q＝(q０,q１,,qN－１)T.式(１４)可表示为半离散哈密尔顿系统形式:

dZ
dt＝J▽ZH(Z),J＝

０ ０ IN ０
０ ０ ０ IN

－IN ０ ０ ０
０ －IN ０ ０

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

. (１５)
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式中:Z＝(UT,MT,WT,QT)T,M＝(m０,m１,,mN－１)T,W＝(w０,w１,,wN－１)T,０ 和IN 分别为N×N
阶零矩阵和单位矩阵,相应的哈密尔顿函数为:

H(Z)＝－QTD２Q－
１
２UTDα

２U＋∑
N

j＝１

１
２w２

j ＋
１
２ uj

２＋
１
２mj uj

２＋
１
４ uj

４＋
１
４m２

j
é

ë
êê

ù

û
úú . (１６)

在时间方向上利用二阶平均向量场方法离散哈密尔顿系统得[１７]:

Zn＋１－Zn

τ ＝∫
１

０
f((１－ξ)Zn ＋ξZn＋１)dξ . (１７)

式(１７)等价于:

un＋１
j －un

j

τ ＝∫
１

０
((１－ξ)wn

j ＋ξwn＋１
j )dξ , (１８)

mn＋１
j －mn

j

τ ＝－２∫
１

０
((１－ξ)(D２Qn)j ＋ξ(D２Qn＋１)j)dξ , (１９)

wn＋１
j －wn

j

τ ＝∫
１

０
((１－ξ)(Dα

２Un)j ＋ξ(Dα
２Un＋１)j)dξ－∫

１

０
((１－ξ)un

j ＋ξun＋１
j )dξ－∫

１

０
((１－ξ)mn

j ＋

ξmn＋１
j )((１－ξ)un

j ＋ξun＋１
j )dξ－∫

１

０
((１－ξ)un

j ＋ξun＋１
j )２((１－ξ)un

j ＋ξun＋１
j )dξ , (２０)

qn＋１
j －qn

j

τ ＝－
１
２∫

１

０
(((１－ξ)mn

j ＋ξmn＋１
j )＋ ((１－ξ)un

j ＋ξun＋１
j )２)dξ . (２１)

消去辅助变量w 和q后,可得方程(１)的平均向量场格式:

un＋１
j －２un

j＋un－１
j

τ２ ＝(Dα
２
Un＋１＋Un

４
)j－

un＋１
j ＋un

j

４ －
mn＋１

j ＋mn
j

４ un
j－

２mn＋１
j ＋mn

j

１２
(un＋１

j －un
j)－

１
６

(un＋１
j )２＋

１
６

(un
j)２＋

１
６un＋１

j un
j un

j－ １
８

(un＋１
j )２＋

１
２４

(un
j)２＋

１
１２u

n＋１
j un

j (un＋１
j －un

j)＋

(Dα
２
Un＋Un－１

４
)j－

un
j＋un－１

j

４ －
mn

j＋mn－１
j

４ un－１
j －

２mn
j＋mn－１

j

１２
(un

j－un－１
j )－ １

６
(un

j)２＋

１
６

(un－１
j )２＋

１
６un

jun－１
j un－１

j － １
８

(un
j)２＋

１
２４

(un－１
j )２＋

１
１２u

n
jun－１

j (un
j－un－１

j ), (２２)

mn＋１
j －２mn

j ＋mn－１
j

τ２ ＝(D２
Mn＋１＋２Mn ＋Mn－１

４
)j ＋∑

N

l＝１
dj,l(

１
６

(un＋１
j )２＋

１
６

(un
j)２＋

１
６un＋１

j un
j ＋

１
６

(un
j)２＋

１
６

(un－１
j )２＋

１
６un

jun－１
j ). (２３)

分数阶 KleinＧGordonＧZakharov方程的新格式(２２)和(２３)具有良好的稳定性和二阶收敛精度[２０Ｇ２１].

３　数值模拟

为验证理论分析,利用得到的新格式(２２)和(２３)对Riesz空间分数阶非线性 KleinＧGordonＧZakharov方

程(１)进行数值模拟.定义相对能量误差为:

RE(t)＝ H(Zn)－H(Z０)
H(Z０) . (２４)

考虑Riesz空间分数阶非线性 KleinＧGordonＧZakharov方程在I＝[－１０,１０]和长度T＝６的时间周期

上.取初始条件:

u０(x)＝
１０－ ２

２ sech( １＋ ５
２ x)exp(i

２
１＋ ５

x),

m０(x)＝－２sech２( １＋ ５
２ x). (２５)

　　图１是方程(１)孤立波在α＝２０和t∈[０,６]内的相互作用图,分别对应于孤立波 u(x,t) 和m(x,

７０１
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t).从图１可以发现,方程数值解的波形非常光滑,且运算结果与文献[８]一致,验证了所构造的新格式可以

正确地数值模拟方程的解.图２是方程(１)孤立波在α＝１６和t∈[０,６]内的相互作用图.从图２可知,分

图１　方程(１)孤立波在α＝２０和t∈[０,６]内的相互作用图

Fig．１　Interactionfigureofsolitarywavesofequation(１)Whenα＝２．０andt∈[０,６]

图２　方程(１)孤立波在α＝１６和t∈[０,６]内的相互作用图

Fig．２　Interactionfigureofsolitarywavesofequation(１)Whenα＝１６andt∈[０,６]

图３　方程(１)在α取不同值时的能量图

Fig．３　Energydiagramofequation(１)

whenαtakesdifferentvalues

数阶微分方程的孤立波振幅和波形在传输中发生了

变形弯曲,表明分数阶 KleinＧGordonＧZakharov微

分方程中的孤立波很难稳定传播.图３是方程(１)
在不同α时的能量图,从图中可以发现,α取不同值

时方程能量都是一条直线,不随时间的变化而变化,
运算结果与文献[８]一致,证明新格式能够精确地保

持系统能量守恒.

４　结论

本研究利用分数阶拉普拉斯算子与 Riesz空间

分数阶导数的关系以及傅里叶拟谱方法,对分数阶

拉普拉斯算子的空间离散近似,从而得到傅里叶拟

谱方法对Riesz空间分数阶导数的离散格式.在时

８０１
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间方向上利用平均向量场方法对哈密尔顿系统进行离散,构造出分数阶 KleinＧGordonＧZakharov方程新的

保能量格式,并利用得到的平均向量场格式对分数阶 KleinＧGordonＧZakharov方程进行数值模拟.结果表

明,新格式可以正确地模拟孤立波的演化行为,分数阶微分方程中的孤立波在传输中会发生弯曲和变形,同
时方程取不同α值时的能量随时间的变化保持不变,验证了所构造的新格式能够精确地保持系统能量守恒.
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