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基于一类新型激活函数的递归神经网络的多稳定性分析
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摘 要:本研究基于一类新型连续锯齿型激活函数研究了递归神经网络(Hopfield神经网络)的多稳定性。首先,

通过区间剖分法、Brouwer不动点定理证明了基于该激活函数的n 维神经网络模型至少具有7n 个平衡点,并运用

对角占优矩阵理论、局部稳定性判定定理等方法证明了其中4n 个平衡点是局部指数稳定的,剩余的平衡点是不稳

定的。其次,通过增加锯齿型激活函数的峰值点将激活函数推广到更一般的情况,得到了n 维神经网络在含有k
个峰值点的连续锯齿型激活函数中至少具有(2k+1)n 个平衡点,其中(k+1)n 个平衡点为局部稳定的。本研究设

计的激活函数相较于现有的一些激活函数会产生更多的稳定平衡点,并且在增加峰值点的过程中不会增加神经网

络的计算复杂度。最后,通过两个具体的数值算例验证了本研究结果的有效性。

关键词:Hopfield神经网络;多稳定性;平衡点;连续锯齿型激活函数

中图分类号:N941.3;
 

N941.7     文献标志码:A

收稿日期:2022-12-02
基金项目:国家自然科学基金项目(62173214);山东省自然科学基金项目(ZR2021MF003).
作者简介:闫维昕(2000—),女,山西大同人,硕士研究生,主要从事神经网络稳定性研究.

王 震(1977—),男,山东泰安人,教授,博士生导师,主要从事非线性系统理论研究,本文通信作者.
 

E-mail:wangzhen@sdust.edu.cn

Multistability
 

analysis
 

of
 

recurrent
 

neural
 

networks
 

with
 

a
 

new
 

type
 

of
 

activation
 

functions
YAN

 

Weixin,
 

LIU
 

Yang,
 

WANG
 

Zhen
(College

 

of
 

Mathematics
 

and
 

Systems
 

Science,
 

Shandong
 

University
 

of
 

Science
 

and
 

Technology,
 

Qingdao
 

266590,
 

China)

Abstract:
 

In
 

this
 

paper,
 

the
 

multistability
 

of
 

Hopfield
 

neural
 

network
 

was
 

studied
 

based
 

on
 

a
 

new
 

type
 

of
 

activation
 

function,
 

the
 

continuous
 

sawtooth
 

activation
 

function.
 

Firstly,
 

the
 

n-neural
 

network
 

model
 

based
 

on
 

this
 

activation
 

function
 

was
 

proved
 

to
 

have
 

at
 

least
 

7n
 

equilibrium
 

points
 

through
 

interval
 

partition
 

method
 

and
 

Brouwer’s
 

fixed
 

point
 

theorem.
 

By
 

using
 

the
 

diagonally
 

dominant
 

matrix
 

theory
 

and
 

local
 

stability
 

judgment
 

theorem,
 

4n
 

equilibrium
 

points
 

were
 

proved
 

to
 

be
 

locally
 

exponentially
 

stable
 

while
 

the
 

remaining
 

equilibrium
 

points
 

to
 

be
 

unstable.
 

Secondly,
 

the
 

activation
 

function
 

was
 

generalized
 

to
 

a
 

more
 

general
 

situation
 

by
 

adding
 

the
 

peak
 

points
 

of
 

the
 

sawtooth
 

activation
 

function.
 

The
 

n-neural
 

network
 

was
 

found
 

to
 

have
 

at
 

least
 

(2k+1)n
 

equilibrium
 

points
 

in
 

the
 

continuous
 

sawtooth
 

activation
 

function
 

with
 

k
 

peak
 

points,
 

of
 

which
  

(k+1)n
 

equilibrium
 

points
 

are
 

local
 

stable.
 

Compared
 

with
 

the
 

existing
 

activation
 

functions,
 

the
 

activation
 

function
 

designed
 

in
 

this
 

paper
 

can
 

generate
 

more
 

stable
 

equilibrium
 

points
 

and
 

will
 

not
 

increase
 

the
 

computational
 

complexity
 

of
 

the
 

neural
 

network
 

in
 

the
 

process
 

of
 

increasing
 

the
 

number
 

of
 

peak
 

points.
 

Finally,
 

two
 

numerical
 

examples
 

were
 

presented
 

to
 

demonstrate
 

the
 

validity
 

of
 

the
 

results.
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近年来,神经网络在图像处理、模式识别、联想记忆等领域的广泛应用[1-3],吸引了众多学者的研究兴趣。
神经网络系统在激活函数作用下会呈现不同的动力学特性,而对网络的动力学行为研究是神经网络在各领

域中广泛应用的前提,其中稳定性分析成为神经网络设计和应用必不可少的条件[4]。神经网络的稳定性分
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为单稳定性和多稳定性问题。对于单稳定性的研究已经有了一些成果[5-6],但单稳定性在复杂问题的计算中

提供的计算能力稍显不足。神经网络中局部稳定平衡点的数目与其存储能力相对应,拥有多个稳定平衡点

意味着拥有更大的存储容量。如在联想记忆的应用[7]中,记忆模态通常以稳定平衡点的形式存储起来,一个

稳定平衡点对应于一种记忆模态,神经网络的解收敛到一个稳定平衡点的过程代表一个联想记忆的过程。
因此,具有联想记忆功能的神经网络拥有的稳定平衡点越多,可以储存的记忆模态越多,储存容量越大。

在神经网络多稳定性分析中,多个平衡点的存在性和稳定性是目前主要研究方向。常见的用于分析神

经网络多稳定性的激活函数有单调递增的Sigmoid函数[8]和饱和函数[9]。与单调函数相较,采用非单调函

数作为激活函数的神经网络会有更多的平衡点。文献[10]使用一种新型激活函数———墨西哥帽型函数来讨

论神经网络的多稳定性,该函数为连续非单调线性函数,在一些假设条件下存在3n 个平衡点,其中2n 个平

衡点是局部稳定的;文献[11]提出一类高斯小波型激活函数,具有该函数的神经网络存在5n 个平衡点,其中

3n 个平衡点是局部稳定的。显然,具有高斯小波型激活函数的神经网络比具有饱和函数、Sigmoid函数以及

墨西哥帽型激活函数的神经网络具有更多的平衡点和稳定点。
本研究基于连续锯齿型激活函数研究了Hopfield神经网络的多稳定性问题,主要贡献为:首先,本研究

设计的连续锯齿型激活函数相较于现有的一些激活函数能产生更多的稳定平衡点,意味着神经网络的储存

容量得到提升,在联想记忆的应用中可以储存更多的记忆模式;其次,增加该激活函数峰值点的过程不会增

加神经网络的计算复杂度,更易于将该激活函数应用在实际中。

1 问题的提出

1.1 激活函数的设计

为进一步增加神经网络中稳定点的数目,本研究设计了一种新型连续锯齿型激活函数,该函数可以通过

增加峰值点的方式有效扩展平衡点的数目。激活函数定义如下。

fi x  =

ui,
 

-∞ <x<mi,1;

li,1x+ci,1,
 

mi,1 ≤x<ni,1;

li,2x+ci,2,
 

ni,1 ≤x<mi,2;

li,3x+ci,3,
 

mi,2 ≤x<ni,2;

li,4x+ci,4,
 

ni,2 ≤x<mi,3;

li,5x+ci,5,
 

mi,3 ≤x<ni,3;

vi,
 

ni,3 ≤x<+∞。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(1)

式中:mi,1、ni,1、mi,2、ni,2、mi,3、ni,3,li,1、li,2、li,3、li,4、li,5,ci,1、ci,2、ci,3、ci,4、ci,5,ui,vi 均为常数,并且满足

-∞ <mi,1<ni,1<mi,2<ni,2<mi,3<ni,3<+∞ ,li,1>0,li,2<0,li,3>0,li,4<0,li,5>0,ui=
fi mi,1  =fi mi,2  =fi mi,3  ,vi=fi ni,1  =fi ni,2  =fi ni,3  ,fi mi,1  <fi ni,1  ,i=1,2,…,n。该激

活函数中存在3个峰值点,分别为 ni,1,fi ni,1    、ni,2,fi ni,2    、ni,3,fi ni,3    。
连续锯齿型激活函数为连续非单调的激活函数,锯齿波是电路中常见的波形之一,如示波管电路中的扫

描电压和偏转电流,经过运算放大器的饱和处理可以应用于显像管显示和故障检测等方面。相比于双曲正

切函数与sigmoid函数,基于连续锯齿型激活函数的神经网络可以产生更多数目的稳定平衡点,即神经网络

具有更大的储存容量。

1.2 模型介绍

本研究考虑如下神经网络模型的动力学方程:

dxi(t)
dt =-dixit  +∑

n

j=1
aijfj xj t    +Ji,

 

i=1,2,…,n。 (2)

用
 

x= x1,x2,…,xn  T∈Rn 表示状态向量;D=diagd1,d2,…,dn  为正定矩阵,
 

di>0;A= aij  为连接

权矩阵;fx  = f1 x1  ,f2 x2  ,…,fn xn    T 表示神经元的非线性激活函数;J= J1,J2,…,Jn  T 表示

·19·
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系统的输入向量。
根据激活函数(式(1))的性质,将实数域R分解为下述区间:

-∞,mi,1  = -∞,mi,1  1× mi,1,ni,1  0× ni,1,mi,2  0× mi,2,ni,2  0× ni,2,mi,3  0× mi,3,ni,3  0× ni,3,+∞  0,

mi,1,ni,1  = -∞,mi,1  0× mi,1,ni,1  1× ni,1,mi,2  0× mi,2,ni,2  0× ni,2,mi,3  0× mi,3,ni,3  0× ni,3,+∞  0,

ni,1,mi,2  = -∞,mi,1  0× mi,1,ni,1  0× ni,1,mi,2  1× mi,2,ni,2  0× ni,2,mi,3  0× mi,3,ni,3  0× ni,3,+∞  0,

mi,2,ni,2  = -∞,mi,1  0× mi,1,ni,1  0× ni,1,mi,2  0× mi,2,ni,2  1× ni,2,mi,3  0× mi,3,ni,3  0× ni,3,+∞  0,

ni,2,mi,3  = -∞,mi,1  0× mi,1,ni,1  0× ni,1,mi,2  0× mi,2,ni,2  0× ni,2,mi,3  1× mi,3,ni,3  0× ni,3,+∞  0,

mi,3,ni,3  = -∞,mi,1  0× mi,1,ni,1  0× ni,1,mi,2  0× mi,2,ni,2  0× ni,2,mi,3  0× mi,3,ni,3  1× ni,3,+∞  0,

ni,3,+∞  = -∞,mi,1  0× mi,1,ni,1  0× ni,1,mi,2  0× mi,2,ni,2  0× ni,2,mi,3  0× mi,3,ni,3  0× ni,3,+∞  1。
并且将集合Ωn 定义为:

Ωn = {∏
n

i=1
-∞,mi,1  

δ(i)1 × mi,1,ni,1  
δ(i)2 ×ni,1,mi,2  

δ(i)3 × mi,2,ni,2  
δ(i)4 ×ni,2,mi,3  

δ(i)5 × mi,3,ni,3  
δ(i)6 ×

ni,3,∞  
δ(i)7 },  

δ(i)
1 ,δ

(i)
2 ,δ

(i)
3 ,δ

(i)
4 ,δ

(i)
5 ,δ

(i)
6 ,δ

(i)
7  = 1,0,0,0,0,0,0  或 0,1,0,0,0,0,0  或(0,0,1,0,0,0,

0)或 0,0,0,1,0,0,0  
 

或 0,0,0,0,1,0,0  或 0,0,0,0,0,1,0  或(0,0,0,0,0,0,1),i=1,2,…,n,可以得

到集合Ωn 由7n 个区域组成。
设ε为一个足够小的正数,且满足:

0<ε≪min
1≤i≤n

1
mi,1

, 1
ni,3

, di

∑
n

j=1
aij μj + Ji  

 

。 (3)
 

式中:μj =max uj ,vj  ,j=1,2,…,n。在此定义下再给出集合Ωε 的定义:

Ωε= {∏
n

i=1

-1
ε
,mi,1-ε􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 δ(i)1
× mi,1+ε,ni,1-ε  

δ(i)2 × ni,1+ε,mi,2-ε  
δ(i)3 × mi,2+ε,ni,2-ε  

δ(i)4 ×

ni,2+ε,mi,3-ε  
δ(i)5 × mi,3+ε,ni,3-ε  

δ(i)6 × ni,3+ε,1ε
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 δ(i)7 },δ(i)
1 ,δ

(i)
2 ,δ

(i)
3 ,δ

(i)
4 ,δ

(i)
5 , δ(i)

6 ,δ
(i)
7  =

1,0,0,0,0,0,0  或 0,1,0,0,0,0,0  或 0,0,1,0,0,0,0  或 0,0,0,1,0,0,0  或 0,0,0,0,1,0,0  或

0,0,0,0,0,1,0  或 0,0,0,0,0,0,1  ,i=1,2,…,n。对任意集合Ω m  ∈Ωε,m∈ 1,2,…,7n  ,Ω m  都为

一个有界闭集。

2 主要分析证明

2.1 平衡点的存在性分析

以下对基于连续锯齿型激活函数(式(1))的Hopfield神经网络(式(2))平衡点的存在性进行分析,即分

析其平衡点的个数。首先给出下述定理。
定理1 在集合Ωε 中,若满足两个条件(式(4)、式(5)),则基于连续锯齿型激活函数(式(1))的递归神

经网络(式(2))至少存在7n 个平衡点。

-dimi,1+aiiui+ ∑
n

j=1,j≠i
maxaijuj,aijvj  +Ji <0, (4)

-dini,3+aiivi+ ∑
n

j=1,j≠i
minaijuj,aijvj  +Ji >0。 (5)

式中:i=1,2,…,n。
证明:首先,从集合Ωε 中任意选取一个区域,并将其表示为:

Ω􀮨ε=∏
i∈N1

-
1
ε
,mi,1-ε􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ×∏
i∈N2

mi,1+ε,ni,1-ε  ×∏
i∈N3

ni,1+ε,mi,2-ε  ×∏
i∈N4

mi,2+ε,ni,2-ε  ×

·29·
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∏
i∈N5

ni,2+ε,mi,3-ε  ×∏
i∈N6

mi,3+ε,ni,3-ε  ×∏
i∈N7

ni,3+ε,1ε
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ⊂Ωε。

式中:Ni 为集合 1,2,…,n  的子集,并且Ni ∩Nj=Øi≠j,i,j=1,2,…,7  ,N1∪N2∪N3∪N4∪
N5∪N6 ∪N7= 1,2,…,n  。接下来证明,具有连续锯齿型激活函数(式(1))的递归神经网络(式(2))在

区域Ω􀮨ε 中至少存在一个平衡点。

在区域Ω􀮨ε 中任意选取一点 x1,x2,…,xn  T ,将分量xi 取出,固定其余分量x1,x2,…,xi-1,xi+1,…,

xn 。定义函数Fi ξ  =-diξ+aiifi ξ  + ∑
n

j=1,j≠i
aijfj xj  +Ji,

 

ξ∈ -∞,∞  ,根据区域的划分情况,共

有以下7种情况需要进行讨论。
情况1 当i∈N1时,从设定的已知条件中可以知道ui=fi mi,1-ε  ,并且uj≤fj xj  ≤vj ,由ε的

定义(式(3))与定理1中的条件(4),可以得到不等式:

Fi -
1
ε  ≥di

ε -∑
n

j=1
aij μj - Ji >0,

Fi mi,1-ε  ≤-dimi,1+diε+aiiui+ ∑
n

j=1,j≠i
maxaijuj,aijvj  +Ji ≤0。

再由函数Fi ξ  的连续性,存在一点xi ∈ -
1
ε
,mi,1-ε 􀭤

􀭥

􀪁􀪁 使得Fi xi  =0。

情况2 当i∈N2 时,已知fi mi,1  =ui,并且fi ni,1  =fi ni,3  =vi,ni,1<ni,3,由定理1中的式(4)
和式(5),可以得到:

Fi mi,1+ε  ≤-dimi,1-diε+aiif mi,1+ε  + ∑
n

j=1,j≠i
maxaijuj,aijvj  +Ji <0,

Fi ni,1-ε  >-dini,3+diε+aiivi+ ∑
n

j=1,j≠i
minaijuj,aijvj  +Ji >0。

由函数Fi ξ  的连续性可知,存在一点xi ∈ mi,1+ε,ni,1-ε  使得Fi xi  =0。
情况3 当i∈N3 时,已知fi mi,2  =ui,并且fi ni,1  =fi ni,3  =vi,mi,1<mi,2,ni,1<ni,3。由定

理1中的式(4)和式(5),可以得到不等式:

Fi ni,1+ε  >-dini,3-diε+aiifi ni,1+ε  + ∑
n

j=1,j≠i
minaijuj,aijvj  +Ji ≥0,

Fi mi,2-ε  <-dimi,1+diε+aiifi mi,2-ε  + ∑
n

j=1,j≠i
maxaijuj,aijvj  +Ji ≤0。

由函数Fi ξ  的连续性可知,存在一点xi ∈ ni,1+ε,mi,2-ε  ,使得Fi xi  =0。
情况4 当i∈N4 时,已知fi mi,2  =ui,mi,1<mi,2,并且fi ni,2  =vi,由定理1中的式(4)和式(5),

可以得到不等式:

Fi mi,2+ε  <-dimi,1-diε+aiif mi,2+ε  + ∑
n

j=1,j≠i
maxaijuj,aijvj  +Ji <0,

Fi ni,2-ε  ≥-dini,3+diε+aiifi ni,2-ε  + ∑
n

j=1,j≠i
minaijuj,aijvj  +Ji >0。

由函数Fi ξ  的连续性可知,存在一点xi ∈ mi,2+ε,ni,2-ε  ,使得Fi xi  =0。
情况5 当i∈N5 时,已知fi mi,3  =ui,并且fi ni,2  =fi ni,3  =vi,mi,1<mi,3,ni,2<ni,3,由定理

1中的式(4)和式(5)可以得到:

Fi ni,2+ε  >-dini,3-diε+aiifi ni,2+ε  + ∑
n

j=1,j≠i
minaijuj,aijvj  +Ji ≥0,

Fi mi,3-ε  <-dimi,1+diε+aiifi mi,3-ε  + ∑
n

j=1,j≠i
maxaijuj,aijvj  +Ji ≤0。
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由函数Fi ξ  的连续性可知,存在一点xi∈ ni,2+ε,mi,3-ε  ,使得Fi xi  =0。
情况6 当i∈N6 时,已知fi mi,3  =ui,mi,1<mi,3,并且fi ni,3  =vi。由定理1中的式(4)和式

(5),可以得到不等式:

Fi mi,3+ε  <-dimi,1-diε+aiif mi,3+ε  + ∑
n

j=1,j≠i
maxaijuj,aijvj  +Ji <0,

Fi ni,3-ε  ≥-dini,3+diε+aiifi ni,3-ε  + ∑
n

j=1,j≠i
minaijuj,aijvj  +Ji >0。

由函数Fi ξ  的连续性可知,存在一点xi∈ mi,2+ε,ni,2-ε  ,使得Fi xi  =0。
情况7 当i∈N7 时,由已知条件可以得到vi=fi ni,3+ε  ,并且ui≤fj xj  ≤vj,由ε的定义(式

(3))与定理1中的式(5)可以得到:

Fi ni,3+ε  ≥
 

-dini,3-diε+aiivi+∑
n

j=1,j≠i
minaijuj,aijvj  +Ji>0,Fi

1
ε  ≤-di

ε +∑
n

j=1
aij μj+ Ji <0。

由函数Fi ξ  的连续性可知,存在一点xi ∈ ni,3+ε,1ε
􀭠
􀭡

􀪁􀪁  ,使得Fi xi  =0。

接下来,定义一个映射M:Ω􀮨ε →Ω􀮨ε ,其中 M x1,x2,…,xn  = x1,x2,…,xn  ,很明显可以得到映射

M 是 连 续 的。通 过 Brouwer 不 动 点 定 理,存 在 一 点 x* = x1
*,x2

*,…,xn
*  T ∈Ω􀮨ε,且 满 足

M x1
*,x2

*,…,xn
*  = x1

*,x2
*,…,xn

*  ,即以下等式成立:

-dix*
i +∑

n

j=1
aijfj x*

j  +Ji=0。

综上所述,可以得到x* 为神经网络(式(2))在区域Ω􀮨ε 中的一个平衡点,由于区域Ω􀮨ε 选取的任意性,在
整个区域Ωε 中,该神经网络至少存在7n 个平衡点。

得到定理1后,可以通过定理1证明命题1,该命题所得到的结论将会在后面定理的证明中使用。
命题1 由定理1中的式(4)与式(5)可以得到以下不等式成立:

aii >0,-di+aiili,1 >0,-di+aiili,2 <0,-di+aiili,3 >0,-di+aiili,4 <0,-di+aiili,5 >0。
证明:由式(4)与式(5),并且fni,1  =fni,2  ,ni,1 <ni,2,可以证得以下不等式成立:

-dimi,1+aiiui <-dini,2+aiifi ni,2  <-dini,1+aiifi ni,1  ,
则有di ni,1-mi,1  <aii fi ni,1  -ui  。由式(2)设定条件,已知di>0,ni,1>mi,1,fi ni,1  >ui ,故可以

得到aii>0;由条件ui=f mi,1  、li,1= fi ni,1  -fi mi,1    /ni,1-mi,1  ,可以证得-di+aiili,1>0。
同理,由式(4)与式(5),以及条件f mi,1  =f mi,2  、mi,1 <mi,2,可以证得-di+aiili,3 >0。
上述证明已经得到:aii >0,-di+aiili,1>0,-di+aiili,3>0,并且已知di>0,li,2<0,由上述条

件可以证得-di+aiili,2 <0。同理可证得-di+aiili,4 <0,-di+aiili,5 >0。

2.2 平衡点的稳定性分析

给定一个集合:
 

Φ= ∏
n

i=1

-1
ε
,mi,1-ε􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 δ(i)1
× ni,1+ε,mi,2-ε  

δ(i)2 × ni,2+ε,mi,3-ε  
δ(i)3 × ni,3+ε,1ε

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 δ(i)4 ,

δ i  
1 ,δ i  

2 ,δ i  
3 ,δ i  

4  = 1,0,0,0  或 0,1,0,0  或 0,0,1,0  或 0,0,0,1   。
同时定义集合Ψ =Ωε -Φ。 据此,可以明显得到集合Φ 有4n 个区域,则集合Ψ 有7n -4n 个区域。

接下来,给出定理2证明集合Φ 为神经网络(式(2))的正向不变集。
定理2 如果定理1中的式(4)和式(5)成立,则集合Φ 为神经网络(2)的正向不变集。

证明:任意给定一个集合Φ􀮨= ∏
i∈N1

-
1
ε
,mi,1-ε􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ×∏
i∈N2

ni,1+ε,mi,2-ε  ×∏
i∈N3

ni,2+ε,mi,3-ε  ×

∏
i∈N4

ni,3+ε,1ε
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ⊂Φ 。
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式中:Ni 为集合 1,2,…,n  的子集,Ni ∩Nj =Øi≠j,i、j=1,2,3,4  ,并且N1 ∪N2 ∪N3 ∪N4=

i=1,2,…,n  。若集合Φ􀮨 为正向不变集,那么对任意初值x 0  ∈Φ􀮨 ,则其相应的解xt;x 0    ∈Φ􀮨 ,其
中t>0。

接下来,采用反证法对定理2进行证明。假设集合Φ 不是正向不变集,则有以下4种情况需要讨论。
情况1 当i∈N1 时,假设存在t* >0,使得xi t*  =mi,1-ε,x

·
i t*  >0,且对于0≤t≤t*,有

xit  ∈ -
1
ε
,mi,1-ε

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ,其中ε为一个足够小的常数。由定理1中的式(4)与fi x  的定义可以得到:

x
·
it*  =-dixit*  +aiifi xit*    + ∑

n

j=1,j≠i
aijfj xj t*    +Ji ≤

-dimi,1+aiiui+diε+ ∑
n

j=1,j≠i
maxaijuj,aijvj  +Ji ≤0。

这与假设中的x
·
it*  >0矛盾,故当i∈N1 时,定理2成立。

情况2 当i∈N2时,分为两种情况进行假设。假设存在t* >0,当
 

xit*  =ni,1+ε时,x
·
it*  <0,

对于0≤t≤t* ,有xit  ∈ ni,1+ε,mi,2-ε  ;或是当xit*  =mi,2-ε,x
·
it*  >0,对于0≤t≤

t*,有xit  ∈ ni,1+ε,mi,2-ε  。ε为一个足够小的常数。
首先对第一种假设进行证明。通过命题1中的证明可知fni,1+ε  =fni,1  +li,2ε,di-aiili,2>0,

再由定理1中的式(5)与fi x  的定义可以得到:

x
·
it*  =-dixit*  +aiifi xit*    + ∑

n

j=1,j≠i
aijfj xj t*    +Ji ≥

-dini,1+aiivi- di-aiili,2  ε+ ∑
n

j=1,j≠i
minaijuj,aijvj  +Ji ≥0。

这与假设中的x
·
it*  <0矛盾。第二种假设可以类似地证明,故当i∈N2 时,定理2成立。

情况3 当i∈N3 时,同样分为两种情况进行假设。假设存在t* >0,当xit*  =ni,2 +ε 时,

x
·
it*  <0,对于0≤t≤t* ,有xit  ∈ ni,2+ε,mi,3-ε  ;或是当xit*  =mi,3-ε时,x

·
it*  >0,

对于0≤t≤t* ,有xit  ∈ ni,2+ε,mi,2-ε  。其中ε为一个足够小的常数。
首先对第一种假设进行证明。通过命题1中的结论可知:fni,2+ε  =fni,2  +li,4ε,di-aiili,4>0

,再由定理1中的式(5)与fi x  的定义可以得到:

x
·
it*  =-dixit*  +aiifi xit*    + ∑

n

j=1,j≠i
aijfj xj t*    +Ji ≥

-dini,2+aiivi- di-aiili,4  ε+ ∑
n

j=1,j≠i
minaijuj,aijvj  +Ji ≥0。

这与假设中x
·
it*  <0矛盾。第二种假设同理可证,故当i∈N3 时,定理2成立。

情况4 当i∈N4 时,假设存在t* >0使得xit*  =ni,3+ε,x
·
it*  <0,并且对于0≤t≤t* ,有

xit  ∈ ni,3+ε,1ε
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 。由定理1中的式(5)与fi x  的定义可以得到:

x
·
it*  =-dixit*  +aiifi xit*    + ∑

n

j=1,j≠i
aijfj xj t*    +Ji ≥

-dini,3+aiivi-diε+ ∑
n

j=1,j≠i
minaijuj,aijvj  +Ji ≥0。

上述结果与假设中的x
·
it*  <0矛盾,故当i∈N4 时,定理2成立。

综上所述,由于子集
 

Φ􀮨 选取的任意性,可以证明集合Φ 为神经网络(式(2))的正向不变集。
给出神经网络(式(2))的正向不变集后,接下来通过定理3和定理4对神经网络平衡点的多稳定性以及

不稳定性进行分析。
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定理3 如果基于连续锯齿型激活函数(式(1))的递归神经网络(式(2))同时满足定理1中的式(4)和
式(5)以及条件

∑
n

j=1,j≠i
aij max lj,1 ,lj,2 ,lj,3 ,lj,4 ,lj,5  <

mindi,aiili,1-di ,aiili,2-di ,aiili,3-di ,aiili,4-di ,aiili,5-di  , (6)

那么神经网络(式(2))至少有7n 个平衡点,其中4n 个平衡点是局部指数稳定的,其余7n -4n 个平衡点是不

稳定的。接下来对每一个平衡点的稳定性进行讨论。
情况1 任意给定一个子集

Φ􀮨=∏
i∈N1

-1
ε
,mi,1-ε􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ×∏
i∈N2

ni,1+ε,mi,2-ε  ×∏
i∈N3

ni,2+ε,mi,3-ε  ×∏
i∈N4

ni,3+ε,1ε
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ⊂Φ 。

式中:Ni 为集合 1,2,…,n  的子集,Ni ∩Nj =Øi≠j,i,j=1,2,3,4  ,N1 ∪N2 ∪N3 ∪N4 =
1,2,…,n  ,集合Φ 的定义同定理2。

将xt;x 0    定义为初值条件为x 0  ∈Φ􀮨 的式(2)的解。再设x* 为区域Φ􀮨 的一个平衡点。作变换

γt  =xt;x 0    -x* ,由 定 理2可 知 Φ􀮨 为 一 个 正 向 不 变 集,即 对 任 意 x 0  ∈Φ􀮨 ,式(2)的 解

xt;x 0    ∈Φ􀮨 。当 xt;x 0    ∈ Φ 时,∑
j∈N1

fj xj  与 ∑
j∈N4

fj xj  均 为 常 数,因 此 ∑
j∈N1

fj xj  =

∑
j∈N1

fj x*
j  与 ∑

j∈N4

fj xj  =∑
j∈N4

fj x*
j  成立,可得:

γ
·
it  = -diγit  +∑

j∈N2

aij fj x*
j +γit    -fj x*

j    +∑
j∈N3

aij fj x*
j +γit    -fj x*

j    。(7)

不失一般性,假设N2= 1,2,…,p  ,N3= p+1,p+2,…,q  ,p≤q≤n,可将式(7)简化为:

γ
·
it  =-diγit  +∑

p

j=1
aijlj,2γj t  +∑

q

j=p+1
aijlj,4γj t  。 (8)

因此,可以得到式(8)的系数矩阵

A
︿

1=

-d1+a11l1,2 a12l2,2 … a1plp,2 a1(p+1)l(p+1),4 … a1qlq,4 0 … 0
a21l1,2 -d2+a22l2,2 … a2plp,2 a2(p+1)l(p+1),4 … a2qlq,4 0 … 0
… … … … … … … … … …

ap1l1,2 ap2l2,2 … -dp+applp,2 ap(p+1)l(p+1),4 … apqlq,4 0 … 0
a(p+1)1l1,2 a(p+1)2l2,2 … a(p+1)plp,2 -dp+1+a(p+1)(p+1)l(p+1),4 … a(p+1)qlq,4 0 … 0

… … … … … … … … … …

aq1l1,2 aq2l2,2 … aqplp,2 aq(p+1)l(p+1),4 … -dq+aqqlq,4 0 … 0
a(q+1)1l1,2 a(q+1)2l2,2 … a(q+1)plp,2 a(q+1)(p+1)l(p+1),4 … a(q+1)qlq,4 -dq+1 … 0

… … … … … … … … … …

an1l1,2 an2l2,2 … anplp,2 an(p+1)l(p+1),4 … anqlq,4 0 … -dn

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

。

通过式(6)以及定义2,可知A
︿

1 为对角占优矩阵,再由对角占优矩阵理论以及命题1可知A
︿

1 所有特征

值都具有负实部。因此,由局部稳定性判定定理可得到平衡点x* 是Φ􀮨 的局部指数稳定点。由于对Φ􀮨 选取

的任意性,Φ 的每个子集中都存在一个稳定的平衡点,即神经网络(式(2))在Φ 中存在4n 个局部指数稳定

的平衡点。
情况2 任意给定一个子集

Ψ􀮨= ∏
i∈N1

-1
ε
,mi,1-ε􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ×∏
i∈N2

mi,1+ε,ni,1-ε  ×∏
i∈N3

ni,1+ε,mi,2-ε  ×∏
i∈N4

mi,2+ε,ni,2-ε  ×

∏
i∈N5

ni,2+ε,mi,3-ε  ×∏
i∈N6

mi,3+ε,ni,3-ε  ×∏
i∈N7

ni,3+ε,1ε
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ⊂Ψ 。
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式中:Ψ =Ωε -Φ ,集合Φ 的定义同定理2,Ni 为集合 1,2,…,n  的子集,N1∪N2∪N3∪N4∪N5∪

N6∪N7=1,2,…,n  ,并且Ni∩Nj=Øi≠j,i,j=1,2,…,7  ,N2∪N4≠Ø。与情况1的证明类似,

设xt;x 0    为式(2)中点x* 附近的一个解,作变换γt  =xt;x 0    -x* ,可以得到等式:

γ
·
it  =-diγit  +∑

j∈N2

aij fj x*
j +γit    -fj x*

j    +∑
j∈N4

aij fj x*
j +γit    -fj x*

j    +

∑
j∈N6

aij fj x*
j +γit    -fj x*

j    +∑
j∈N3

aij fj x*
j +γit    -fj x*

j    +

∑
j∈N5

aij fj x*
j +γit    -fj x*

j    。 (9)

记N2= 1,2,…,p  ,N4= p+1,p+2,…,q  ,N6= q+1,q+2,…,r  ,N3= r+1,r+2,…,s  ,

N5=s+1,s+2,…,w  ,则可以将式(9)化简为:

γ
·
it  =-diγit  +∑

p

j=1
aijlj,1γj t  +∑

q

j=p+1
aijlj,3γj t  +∑

r

j=q+1
aijlj,5γj t  +

∑
s

j=r+1
aijlj,2γj t  +∑

w

j=s+1
aijlj,4γj t  。 (10)

可得到式(9)的系数矩阵

A
︿

2=

-d1+a11l1,1 a12l2,1 … a1plp,1 … a1qlq,3 … a1rlr,5 … a1sls,2 … a1wlw,4 0 … 0

a21l1,1 -d2+a22l2,1 … a2plp,1 … a2qlq,3 … a2rlr,5 … a2sls,2 … a2wlw,4 0 … 0
… … … … … … … … … … … … … … …

ap1l1,1 ap2l2,1 … -dp+applp,1 … apqlq,3 … aprlr,5 … apsls,2 … apwlw,4 0 … 0
… … … … … … … … … … … … … … …

aq1l1,1 aq2l2,1 … aqplp,1 … -dq+aqqlq,3 … aqrlr,5 … aqsls,2 … aqwlw,4 0 … 0
… … … … … … … … … … … … … … …

ar1l1,1 ar2l2,1 … arplp,1 … arqlq,3 … -dr+arrlr,5 … arsls,2 … arwlw,4 0 … 0
… … … … … … … … … … … … … … …

as1l1,1 as2l2,1 … asplp,1 … asqlq,3 … asrlr,5 … -ds+assls,2 … aswlw,4 0 … 0
… … … … … … … … … … … … … … …

aw1l1,1 aw2l2,1 … awplp,1 … awqlq,3 … awrlr,5 … awsls,2 … -dw+awwlw,4 0 … 0

a(w+1)1l1,1 a(w+1)2l2,1 … a(w+1)plp,1 … a(w+1)qlq,3 … a(w+1)rlr,5 … a(w+1)sls,2 … a(w+1)wlw,4 -dw+1 … 0
… … … … … … … … … … … … … … …

an1l1,1 an2l2,1 … anplp,1 … anqlq,3 … anrlr,5 … ansls,2 … anwlw,4 0 … -dn

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

。

通过式(6)及定义2可知A
︿

2 为对角占优矩阵。再由对角占优矩阵理论及命题1可知A
︿

2 具有r个正实

部特征值,其余n-r个特征值均为负实部特征值,因此x* 为Ψ􀮨 中的一个不稳定平衡点。由于Ψ􀮨 选取的任意

性,在Ψ 中的每一个子集都存在一个不稳定的平衡点,即神经网络(式(2))具有7n -4n 个不稳定的平衡点。

综上所述,具有连续锯齿型激活函数(式(1))的递归神经网络(式(2))在满足式(4)~式(6)的情况下,至

少具有7n 个平衡点,其中4n 个平衡点局部指数稳定,剩余的7n -4n 个平衡点不稳定。定理3证毕。

2.3 激活函数的推广

给出基于连续锯齿型激活函数(式(1))的递归神经网络(式(2))的多稳定性分析的全部证明后,本研究

对证明结果进行推广。分析过程中发现,连续锯齿型激活函数峰值点的数目与局部稳定平衡点的数量之间

存在定量关系,因此本研究增加了激活函数峰值点的数目,提出推广后的激活函数:
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fi x  =

ui,
 

-∞ <x <mi,1;

li,1x+ci,1,
 

mi,1 ≤x <ni,1;

li,2x+ci,2,
 

ni,1 ≤x <mi,2;

      …

li,2k-3x+ci,2k-3, mi,k-1 ≤x <ni,k-1;

li,2k-2x+ci,2k-2, ni,k-1 ≤x <mi,k;

li,2k-1x+ci,2k-1, mi,k ≤x <ni,k;

vi,
 

ni,k ≤x <+∞。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(11)

式中:mi,1,mi,2,…,mi,k,ni,1,ni,2,…,ni,k ,ui,vi 均为常数,且满足-∞<mi,1<ni,1<mi,2<…<ni,k<
mi,k <ni,k <+∞ ,ui=fi mi,1  =fi mi,2  =…=fi mi,k  ,vi=fi ni,1  =fi ni,2  =…=fi ni,k  ,且

ui <vi ,i=1,2,…,n;li,1,li,2,…,li,2k-1,ci,1,ci,2,…,ci,2k-1也为常数,并且li,p 满足条件:若p 为奇数,则

li,p >0;若p 为偶数,则li,p <0,其中1≤p≤2k-1,i=1,2,…,n。在推广的连续锯齿型激活函数(式
(11))中存在k个峰值点,分别为:ni,1,fi ni,1    ,ni,2,fi ni,2    ,…,ni,k,fi ni,k    。

基于激活函数(式(11))提出以下定理。
定理4 如果对任意i=1,2,…,n,若均满足条件

-dimi,1+aiiui+ ∑
n

j=1,j≠i
maxaijuj,aijvj  +Ji <0, (12)

-dini,k +aiivi+ ∑
n

j=1,j≠i
minaijuj,aijvj  +Ji >0, (13)

则基于激活函数(式(11))的神经网络(式(2))至少具有 2k+1  n 个平衡点。
定理4的证明过程与定理1的证明过程类似,此处证明略。
定理5 如果基于连续锯齿型激活函数(式(1))的递归神经网络(式(2))同时满足定理4中的式(12)和

式(13)以及条件

∑
n

j=1,j≠i
aij max lj,r  <mindi,aiili,r -di  ,r=1,2,…,2k-1。 (14)

那么神经网络(式(2))共有 2k+1  n 个平衡点,其中 k+1  n 个平衡点是局部指数稳定的,其余

2k+1  n -k+1  n 个平衡点是不稳定的。
定理5的证明过程与定理3的证明过程类似,此处证明略。
与Sigmoid型函数[8]、饱和函数[9]、墨西哥帽型函数[10]以及高斯小波型激活函数[11]相比,本研究设计的

连续锯齿型激活函数的Hopfield神经网络可以产生更多的稳定平衡点,这意味着神经网络的储存容量得到

了提升,在联想记忆的应用中可以储存更多的记忆模式。
通过控制激活函数中的参数,使得激活函数的参数满足vi =f(ni,1)=f(ni,2)=…=f(ni,k),与文献

[11]相比,本研究满足n 维神经网络多平衡点存在性的条件数由3n 减少到2n,而且随着激活函数中峰值点

的增加,满足多平衡点存在性的条件数依然为2n,从而大大降低了计算复杂度。
本研究的创新点在于给出了一个连续锯齿型激活函数(式(1)),讨论了基于该激活函数的递归神经网络

(式(2))的多平衡点的存在性与稳定性,并给出了定理1与定理3。研究发现,连续锯齿型激活函数峰值数

与神经网络(式(2))的稳定平衡点数之间存在定量关系,于是将激活函数(式(1))推广为具有k 个峰值的连

续锯齿型激活函数(式(11))。由定理4与定理5给出的结果可以看出,本研究提出的通过增加激活函数峰

值点的数目来增加神经网络稳定平衡点的方法,操作灵活且方便快捷。在实际应用中,将神经网络应用到联

想记忆或模式识别时,可以通过选取具有适当峰值点的连续锯齿型激活函数的神经网络来获取具有合适存

储容量的神经网络。
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3 数值算例

例1 考虑具有两个神经元的神经网络

x
·
1t  =-x1t  +8.5f x1t    +0.2f x2t    +1.5,

x
·
2t  =-x2t  -0.2f x1t    +8.5f x2t    +1.5。 (15)

激活函数定义为:

f x  =

-1,
 

-∞ <x <-1;

x,
 

-1≤x <1;

-x+2,
 

1≤x <3;

x-4,
 

3≤x <5;

-x+6,
 

5≤x <7;

x-8,
 

7≤x <9;

1,
 

9≤x <+∞。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(16)

如图1所示,激活函数(式(16))具有3个峰值点 1,1  、5,1  、9,1  。根据定理1与定理3提出的充

分条件可知,基于激活函数(式(16))的神经网络模型(式(15))满足定理3给出的条件。因此,神经网络(式
(15))至少具有72=49个平衡点,其中42=16个平衡点是局部稳定的,其余72-42=33个平衡点为不稳定

平衡点。随机给出500个初始条件x 0  = x1 0  ,x2 0    T ,初始条件从区域 -9,11  × -9,11  选

取,可以得到系统(式(15))的相图如图2所示,很明显图2中存在16个稳定平衡点。

图1 例1中激活函数(式(16))的图像

Fig.
 

1 Image
 

of
 

activation
 

function
 

(formula(16))
 

in
 

Example
 

1

图2 例1中500个随机初始条件下系统(式(15))的相图

Fig.
 

2 Phase
 

diagram
 

of
 

system
 

(formula(15))
 

with
 

500
 

random
 

initial
 

conditions
 

in
 

Example
 

1

例2 考虑具有两个神经元的神经网络

x
·
1t  =-x1t  +11.5f x1t    +0.2f x2t    +2.5,

x
·
2t  =-x2t  -0.2f x1t    +11.5f x2t    +2.5。 (17)

激活函数定义为:
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f x  =

-1,
 

-∞ <x <-1;

x, -1≤x <1;

-x+2, 1≤x <3;

x-4, 3≤x <5;

-x+6, 5≤x <7;

x-8, 7≤x <9;

-x+10, 9≤x <11;

x-12, 11≤x <13;

1, 13≤x <+∞。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(18)

如图3所示,激活函数(式(18))具有4个峰值点 1,1  、5,1  、9,1  、13,1  。根据定理4与定理5
提出的充分条件,基于激活函数(式(18))的神经网络模型(式(17))满足定理5的条件。因此,神经网络(式
(17))至少具有92=81个平衡点,其中52=25个平衡点为局部稳定点,其余92-52=56个平衡点为不稳定

平衡点。随机给出500个初始条件x 0  =x1 0  ,x2 0    T ,初始条件从区域 -9,16  × -9,16  选取

神经网络(式(17))的相图如图4所示,可明显看出存在25个稳定平衡点。

图3 例2中激活函数(式(18))的图像

Fig.
 

3 Image
 

of
 

activation
 

function
 

(formula(18))
 

in
 

Example
 

2

图4 例2中500个随机初始条件下系统(式(17))的相图

Fig.
 

4 Phase
 

diagram
 

of
 

system
 

(formula(17))
 

with
 

500
 

random
 

initial
 

conditions
 

in
 

Example
 

2

4 结论

本研究设计了一类连续锯齿型激活函数,通过区间剖分法、Brouwer不动点定理、对角占优矩阵理论等

研究了基于该激活函数的Hopfield递归神经网络的多稳定性问题,证明了基于连续锯齿型激活函数的n 维

神经网络模型至少具有7n 个平衡点,其中4n 个平衡点是局部指数稳定的,其余的平衡点是不稳定的。与现

有的一些结论相比,该激活函数能产生更多的稳定平衡点。此外,当增加峰值点时,可以得到n 维神经网络

在含有k个峰值点的连续锯齿型激活函数中至少具有(2k+1)n 个平衡点,其中(k+1)n 个平衡点为局部稳

定点。最后通过两个具体的数值算例验证了本研究结果的有效性。

本研究考虑的是较为理想状态下的不含时滞的Hopfield神经网络,但在实际应用中时滞问题是不可避

免的,未来将对含有时滞的神经网络模型进一步分析。此外,Cohen-Grossberg神经网络与竞争型神经网络

比传统的Hopfield神经网络具有更为复杂的动力学行为,未来将对基于连续锯齿型激活函数的Cohen-
Grossberg神经网络或竞争型神经网络的多稳定性进行学习和研究。
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