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摘 要:本研究提出一个具有时滞的分数阶生态流行病系统,着重分析引入时滞对系统的动力学影响。以时滞作

为分岔参数,利用线性化方法和Laplace变换法分析系统在正平衡点附近发生 Hopf分岔的条件,推导出时滞临界

值的计算式。研究表明,当时滞穿越相应的临界值时,系统将失去稳定性,并发生 Hopf分岔。同时发现随着系统

阶次的增加,系统分岔也会提前发生。最后,通过数值仿真验证理论分析的正确性,以及分数阶次的变化对系统稳

定域的影响。
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Abstract:
 

This
 

paper
 

proposed
 

a
 

fractional
 

eco-epidemic
 

system
 

with
 

time
 

delays
 

and
 

focused
 

our
 

analysis
 

on
 

the
 

kinetic
 

effects
 

of
 

introducing
 

time
 

delays
 

on
 

the
 

system.
 

Taking
 

the
 

time
 

delay
 

as
 

the
 

bifurcation
 

parameter,
 

it
 

first
 

analyzed
 

the
 

conditions
 

of
 

Hopf
 

bifurcation
 

near
 

the
 

positive
 

equilibrium
 

point
 

by
 

using
 

the
 

linearization
 

method
 

and
 

the
 

Laplace
 

transform
 

method,
 

and
 

then
 

derived
 

the
 

formula
 

of
 

the
 

critical
 

value
 

of
 

the
 

time
 

delay.
 

It
 

is
 

shown
 

that
 

when
 

the
 

delay
 

passes
 

the
 

corresponding
 

critical
 

value,
 

the
 

system
 

will
 

lose
 

stability
 

and
 

Hopf
 

bifurcation
 

will
 

occur.
 

With
 

the
 

increase
 

of
 

the
 

system
 

order,
 

the
 

system
 

bifurcation
 

occurs
 

earlier.
 

Finally,
 

we
 

conducted
 

numerical
 

simulations
 

to
 

validate
 

the
 

theoretical
 

analysis
 

and
 

effect
 

of
 

fractional
 

order
 

changes
 

on
 

the
 

stability
 

domain
 

of
 

the
 

system.
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捕食关系是自然界中最常见的现象,长期以来受到许多研究人员的关注。Lotka-Volterra模型是第一

个基本的食饵-捕食者系统[1],受到了广泛关注。Ma等[2]提出了不同的单食饵-双捕食者竞争系统;Wu等[3]

研究了双食饵-捕食者竞争系统。在研究生态系统时,疾病的传播也是捕食者与猎物之间相互作用的一个重

要因素。研究生态流行病系统的主要目的是控制传染病[4]。Hilker等[5]将疾病引入到捕食系统中,从而稳

定食饵-捕食者的振荡。冯涛等[6]研究了传染病和环境噪声对捕食者-食饵种群的影响。Juneja等[7]模拟了
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只有捕食者感染某种疾病的情况。上述研究表明,受感染捕食者的捕食率降低有助于系统免受感染。
从动力系统的角度,研究时滞微分方程比常微分方程表现出更复杂的动力学特征,时滞的存在会使动力

系统失去稳定性,也会引起各种振荡和周期解[8-11]。食饵-捕食者模型的延迟主要有两个时期,一个是妊娠

期,另一个是成熟期,其中由于怀孕造成的时间延迟是一个常见的例子。时滞微分方程表现出比常微分方程

更为复杂的动力学。文献[12]提出一个具有时滞的生态流行病模型,分析了模型形成局部稳定和 Hopf分

岔的充分条件。文献[13]研究了具有时滞的捕食-被捕食系统的分岔控制方法,提出一种新的时滞反馈控制

方案,有效控制了系统的分岔,为研究生态流行病系统提供了新思路。文献[14]考虑了猎物成熟时间和捕食

者怀孕时间,建立了一个具有阶段性结构的时滞捕食-被捕食模型,并讨论了 Hopf分岔的方向和周期解的

稳定性。然而这些研究大多数只分析了时滞对模型的影响,很少考虑生物系统的记忆效应。
近年来,使用整数阶微分方程的数学模型在理解生物系统动力学方面已被证明是有价值的。然而,大多

数生物、物理和工程系统都具有长时记忆,将分数阶微分理论应用于生物系统建模中受到了广泛的关

注[15-16]。由于分数阶在模型中加入了记忆效应[17],用分数阶微分方程对生物系统进行建模,比经典的整数

阶数学建模具有更多的优点。Zhao等[18]提出一般分数阶导数的定义,以描述具有记忆效应的动力学。整

数阶导数更多的是对实际系统的偏理想化处理,而分数阶导数能够更好地满足复杂系统的实际需求,进一步

提高对实际系统的控制能力[19],因此得到广泛的研究和应用。文献[20-21]提出一类食饵种群中存在疾病

的分数阶生态流行病学模型,讨论了与理论和数值分析相关的问题。文献[22]提出一个基于Rosenzweig-
MacArthur食饵-捕食者模型的分数阶生态流行病模型,并分析了其局部稳定性。文献[23]提出了食饵种群

中存在疾病的分数阶生态流行病模型,研究了其动力学行为。本研究在生态流行病系统中同时引入分数阶

导数和多时滞,并讨论时滞和分数阶次对生态流行病传播机制的影响。
由于生态系统模型的普遍性和重要性,不同类型的生态系统模型被广泛研究。然而,在这些研究中大多

研究带有时滞的整数阶方程或无时滞的分数阶方程。考虑到目前关于时滞对分数阶生态流行病模型稳定性

的研究还较少,而大多数生态系统都具有长时记忆的特性,本研究在文献[23]的基础上,将系统的整数导数

变换为区间(0,1)内α阶的分数阶导数。同时考虑到捕食者孕育所需的时间,本研究将捕食者种群孕育而产

生的时滞纳入到系统中,将时滞和分数阶导数相结合,让模型更符合相互作用的实际情况,并以时滞作为分

岔参数,研究系统在平衡点的稳定性和Hopf分岔的条件。
本研究主要创新点有:①引入捕食者种群孕育而产生的时滞和分数阶导数,建立分数阶时滞的生态

流行病捕食-被捕食者模型,采用分数阶微积分理论分析模型平衡点的稳定性以及
 

Hopf
 

分岔;②给出局

部稳定性的条件,并推导出分数阶捕食-被捕食者模型产生
 

Hopf
 

分岔的阈值;③给出时滞和阶次变动对

分岔点的响应关系,并通过数值模拟刻画出时滞对捕食-被捕食模型非平凡平衡点的稳定性和 Hopf分岔

的影响。

1 预备知识和模型描述

分数阶导数一般有三种定义:Grünwald-Letnikov分数阶导数、Riemann-Liouville分数阶导数和Caputo
分数阶导数。其中,Riemann-Liouville方法要求初始条件必须以分数形式给出,而Caputo定义允许将分数

阶方程的初始条件以整数阶导数的形式表示,其物理意义更好理解,在工程中应用较多[24-25]。因此本研究选

取Caputo分数阶导数来研究生态流行病系统。
定义1[26] 连续函数f(t)的q阶Caputo分数阶导数定义为:

Dq
tf(t)=

1
Γ(n-q)∫

t

t0

f(n)(τ)
(t-τ)q+1-ndτ。

式中:n 是大于q的最小正整数,且q满足n-1<q<n;Γ(·)表示Gamma函数。当0<q<1时,

Dq
tf(t)=

1
Γ(1-q)∫

t

t0

f'(τ)
(t-τ)q

dτ。

引理1[27] 考虑如下分数阶系统
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Dq
tx(t)=f(t,x(t)),

x(0)=x0。

式中:q∈(0,1],f(t,x(t)):R+×Rn→Rn。如果分数阶系统在平衡点处的雅可比矩阵∂f
(t,x(t))
∂x

的所有

特征值λi 均具有负实部或满足|arg(λi)|>
qπ
2
,则系统的平衡点是局部渐近稳定的。

文献[23]通过加入捕食者的攻击率和半饱和常数,建立了一个新的生态流行病学系统:

dS
dt=r-βSI-d1S+γI,

dI
dt=βSI-

αPI
1+aI-d2I-γI,

dP
dt=

cαPI
1+aI-d3P。















(1)

式中:S 表示易感染猎物种群密度;I表示受感染猎物种群密度;P 表示捕食者种群密度;r表示猎物种群的

招募率;β表示疾病在猎物中的传播系数;γ 表示受感染猎物的恢复率;α 表示捕食者的攻击率;a 表示半饱

和常数;c表示捕食者的转化率;d1、d2 和d3 分别表示易感染猎物、受感染猎物和捕食者的自然死亡率。所

有参数均为正数。
但模型(1)没有考虑捕食者孕育所需时间对生态流行病传播的影响,也未考虑到流行病传播时的记忆

性。受文献[28]的启发,本研究将捕食者孕育所产生的时滞引入系统中,同时考虑到分数阶导数更加贴合生

态流行病系统的特性,得到具有时滞的分数阶生态流行病系统为:

Dq
tS(t)=r-βSI-d1S+γI,

Dq
tI(t)=βSI-

αPI
1+aI-d2I-γI,

Dq
tP(t)=

cαP(t-τ)I(t-τ)
1+aI(t-τ) -d3P。














(2)

式中:Dq
t 表示Caputo分数阶导数,0<q≤1;τ 表示捕食者孕育产生的时间延迟。系统(2)的初始条件为

S(θ)=ϕ1(θ)>0,I(θ)=ϕ2(θ)>0,P(θ)=ϕ3(θ)>0。
与系统(1)对比,系统(2)引入了孕育时滞和分数阶导数。时滞的出现将系统(1)从三维拓展到无穷维,

使得特征方程中出现指数型超越项;分数阶导数的引入使得特征方程从整数幂次变为分数幂次。上述引入

让特征根的分布变得更加复杂。

2 稳定性分析和Hopf分岔

本节以时滞τ作为分岔参数,通过分析对应的特征方程,研究分数阶系统(2)平衡点的局部稳定性和

Hopf分岔。
系统(2)可以得到零平衡点E=(r/d1,0,0),正平衡点E*=(S*,I*,P*)。其中:

S*=
r(cα-ad3)+γd3

βd3+d1(cα-ad3)
,I*=

d3

cα-ad3
,P*=

cd1(γ+d2)[R0-1-
βd2d3

d1(γ+d2)(cα-ad3)
]

d1(cα-ad3)+βd3
。

考虑到系统(2)刻画了生态系统中流行病的演化过程以及实际意义,本研究着重分析三种生物共存时正平衡

点的稳定性和Hopf分岔情况。
基本再生数R0 是生态流行病系统的一项重要指标,可以准确反应出系统平衡点的状况。本研究中重

点关注R0>1时的正定性。根据文献[29]中再生矩阵的方法计算基本再生数,由式(2)可得

R0=
rβ

d1(γ+d2)
。
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据此可以得到,当R0>1+
βd2d3

d1(γ+d2)(cα-ad3)
时,S*、I*、P*都是正实数。

令S
~

=S-S*,I
~

=I-I*,R
~

=R-R*,代入式(2),在平衡点E*=(S*,I*,P*)处进行线性化处理,
得到系统:

Dq
tS(t)=a11S(t)+a12I(t),

Dq
tI(t)=a21S(t)+a22I(t)+a23P(t),

Dq
tP(t)=a31P(t)+b11I(t-τ)+b12P(t-τ)。








 (3)

式中:a11=-βI*-d1,a12=-βS*+γ,a21=βI*,a22=βS*-
αP*

(1+aI*)2-d2-γ,a23=-
αI*

1+aI*,a31=

-d3,b11=-
cαP*

(1+aI*)2
,b12=

cαI*

1+aI*。

对式(3)进行Laplace变换,得到特征矩阵为:

sq-a11 -a12 0

-a21 sq-a22 -a23

0 -b11e-sτ sq-a31-b12e-sτ



















。

因此,可得到式(3)的特征方程为:

A1(s)+A2(s)e-sτ=0。 (4)

式中:A1(s)=S3q+B1S2q+B2Sq+B3,A2(s)=B4S2q+B5Sq+B6;B1=-a11-a22-a31,B2=a11a22+
a11a31+a22a31-a12a21,B3=a12a21a31-a11a22a31,B4=-b12,B5=a11b12+a22b12-a23b11,B6=a12a21b12+
a23a11b11-a11a22b12。

系统平衡点的稳定性取决于式(4)特征方程中特征根的分布,如果式(4)特征方程中所有特征根的实部

都为负,则系统(2)稳定;如果系统存在一个根的实部为正,则系统(2)不稳定。下面分析系统(2)特征根的分

布情况。
例1 若时滞参数τ=0,则系统的特征方程变为:

λ3+C1λ2+C2λ+C3=0。 (5)

式中:λ=Sq,C1=-a11-a22-a31-b12,C2=a11a22+a11a31+a22a31+a11b12+a22b12-a12a21-a23b11,

C3=a12a21a31+a12a21b12+a11a23b11-a11a22a31-a11a22b12。
当时滞参数τ=0时,为保证系统(2)在正平衡点处是渐近稳定的,提出假设条件 H1:Δ1>0,Δ2>0,

Δ3>0。其中,Δ1=|C1|>0,Δ2=
C1 1
C3 C2

>0,Δ3=C3Δ2>0。

由引理1,进一步得到以下结论。
定理1 当τ=0,q∈(0,1],并且在假设条件 H1 都成立的情况下,则系统(2)在正平衡点E*处是局部

渐近稳定的。
证明:在时滞参数τ=0时,式(5)可以改写为(λ-z1)(λ-z2)(λ-z3)=0,其中z1、z2、z3 是式(5)的根。

根据赫尔维判据,若假设条件 H1 成立,则式(5)的所有特征根都具有负实部。进而可以得出系统(2)的正平

衡点E*是局部渐近稳定的。

例2 当时滞参数τ>0时,假设特征方程(式(4))有一对纯虚根,将s=iω=ωe
πi
2代入式(4)得:

e-sτ=e-iτω=cos(τω)-isin(τω),

sα=ωα(cos
απ
2+isin

απ
2
),

s2α=ω2α[cos(απ)+isin(απ)],

·79·
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s3α=ω3α(cos
3απ
2 +isin

3απ
2
)。

  故式(4)可化为:
[cos(τω)-isin(τω)](D1+iD2)+(D3+iD4)=0。

式中:D1=B4ω2qcos(qπ)+B5ωqcos(
απ
2
)+B6,D2=B4ω2qsin(qπ)+B5ωqsin(

απ
2
),D3=ω3qcos(

3qπ
2
)+

B1ω2qcos(qπ)+B2ωqcos(q
π
2
),D4=ω3qsin(

3qπ
2
)+B1ω2qsin(qπ)+B2ωqsin(q

π
2
)。

分离等式的实部和虚部可得:

cos(iω)=-
D1D3+D2D4

D2
1+D2

2

,

sin(iω)=
D1D4-D2D3

D2
1+D2

2

。

由cos2(ωτ)+sin2(ωτ)=1,根据式(5)可得D2
3+D2

4-D2
1-D2

2=0。代入Di(i=1,2,3,4)的定义式,整
理可得:

E1ω6q+E2ω5q+E3ω4q+E4ω3q+E5ω2q+E1ωq+E0=0。

式中:E1=1,E2=2B1cos
qπ
2
,E3=B2

1-B2
4+2B2,E4=2B1B2cos

qπ
2
,E5=B2

2-B2
5-2B4B6cos(απ),E6=

-2B6B5cos
qπ
2
,E7=-B2

6。

进一步,令z=ωα,定义连续函数

h(z)=z6+E2z5+E3z4+E4z3+E5z2+E6z+E7。 (6)

当方程h(z)=0存在一个正跟zc 时,式(4)特征方程必定存在一个正根ωc=
α
zc。

引理2 对于h(z)=0有以下结论成立:
 

1)
 

当Ei≥0(i=2,3,…)时,h(z)=0无正根;

2)
 

当E7<0时,h(z)=0至少有一个正根。
证明:根据h(z)的函数单调性可以得:

1)
 

由Ei≥0(i=2,3,…),可计算得h'(z)>0,z∈(0,+∞)恒成立,h(z)=0无正根。

2)
 

根据零点定理可以得到,当h(0)=E9<0,lim
z→+∞

h(z)>0,所以h(z)=0至少存在一个正根。

当式(6)存在一个正实根,则式(4)特征方程必定存在一个正实根。假设式(4)特征方程有正实根ω0,根
据式(6)得:

τ(k)
0 =

1
ω0
[arccos(-

D1D3+D2D4

D2
1+D2

2

)+2kπ],k=0,1,…。

定义分岔阈值点τ0=min{τ
(k)
0 }=τ

(0)
0 ,其中τ(k)

0 为特征根穿越虚轴临界时滞的值。为建立τ=τ0 处的

Hopf分岔,需证明Redλdτ  τ=τ0

≠0。接下来,将验证穿越条件。

对式(4)特征方程两端关于τ进行求导得:

{A'1(s)+[A'2(s)-τA2(s)]e-sτ}
ds
dτ-sA2(s)e-sτ=0。

式中:A'i(s)是Ai(s)(i=1,2)关于τ的导数,化简得:

ds
dτ  

-1

=
A'1(s)esτ+A'2(s)

sA2(s)
-
τ
s
。 (7)

  将s=iw0,τ=τ0 代入式(7)得:
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ds
dτ  -1=M1+iM2

N1+iN2
-

τ0
iω0
,

M1=Re[A'1(iω0)]cosw0τ0-Im[A'1(iω0)]sinw0τ0+Re[A'2(iω0)],

M2=Re[A'1(iω0)]sinw0τ0+Im[A'1(iω0)]cosw0τ0+Im[A'2(iω0)],

N1=-ω0Im[A2(iω0)],N2=ω0Re[A2(iω0)]。
根据以上计算,可以推导出

Redsdτ  
-1

τ=τ0

=
M1N1+M2N2

N2
1+N2

2

。

显然,Redsdτ  τ=τ0

的正负值取决于M1N1+M2N2 的正负。因此,当M1N1+M2N2>0时,Redsdτ  
-1

τ=τ0

>0,

特征方程(式(4))的根穿越虚轴,系统出现Hopf分岔现象。根据以上分析,可得:

定理2 假设系统(2)满足R0>1+
βd2d3

d1(γ+d2)(cα-ad3)
,则当时滞参数0<τ<τ0 时,系统(2)在正平

衡点E*是局部渐近稳定;当时滞参数τ>τ0 时,系统在正平衡点E*处失去稳定性。当时滞参数τ=τ0 时,
系统(2)在正平衡点E*处产生Hopf分岔现象。

 

3 数值模拟

为了验证理论分析的正确性,本节进行数值仿真。首先,设置系统(2)的参数为:r=11,β=0.6,d1=1,

d2=0.43,d3=0.4,c=1,γ=5,α=1,满足定理1的条件。当系统的分数阶阶次选取q=0.96时,计算得系

统(2)的正平衡点E*=(S*,I*,P*)=(10.24,0.67,1.19),ω0=0.42,τ0=0.41,且有M1N1+M2N2>0。
根据定理2,当时滞τ=0.2<τ0=0.41时,仿真结果如图1所示,系统(2)在E*=(S*,I*,P*)处是局

部渐近稳定的,此时易感染猎物、受感染猎物和捕食者种群的密度将趋于稳定,即三个物种的密度将处于一

种理想的稳定状态,并且可以控制疾病在猎物之间的传播。
当时滞τ=0.6>τ0=0.41时,仿真结果如图2所示,系统(2)在E*=(S*,I*,P*)处发生一系列正平

衡点分岔的周期解,系统变得不稳定并出现Hopf分岔,表明由捕食者孕育产生的时滞在破坏系统稳定性方

面起着非常复杂的作用,此时三个物种的密度会以振荡的方式存在,疾病在猎物之间的传播也会失去控制。
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图1 当τ=0.2<τ0=0.41时,系统(2)在平衡点E*渐近稳定

Fig.
 

1 Asymptotic
 

stability
 

of
 

system
 

(2)
 

at
 

the
 

equilibrium
 

point
 

E*when
 

τ=0.2<τ0=0.41

图2 当τ=0.6>τ0=0.41时,系统(2)在平衡点E*不稳定

Fig.
 

2 Instability
 

of
 

system
 

(2)
 

at
 

equilibrium
 

point
 

E*
 

when
 

τ=0.6>τ0=0.41
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图3 分数阶次q对τ的影响

Fig.
 

3 Effect
 

of
 

the
 

fractional
 

order
 

q
 

on
 

τ

  图3为时滞随分数阶次q 的变化关

系。由图3可以看到,当q∈[0.9,0.99]
时,分数阶次q 越大,时滞τ越小,说明系

统分岔提前发生。

4 结论

本研究引入一个具有时滞的分数阶生

态流行病系统模型,以捕食者怀孕引起的

时滞作为分岔参数,给出了系统局部稳定

的充分条件和产生 Hopf分岔的临界值。
研究发现,捕食者孕育引起的时间延迟是

显著的。当时滞小于临界值时,系统是局

部渐近稳定的,三个物种的密度将趋于稳

定;当时滞足够大时,系统变得不稳定,三
个物种的密度出现持续振荡,疾病在猎物

之间传播也将失去控制。
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