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摘 要:本研究利用强化学习研究了系统部分未知的无限时域合作线性二次微分博弈的Pareto最优性问题。首

先,在仅知道部分系统动力学矩阵参数的前提下,通过收集每个玩家的状态信息来推导策略迭代算法,得到相应代

数黎卡提方程的近似解;然后,通过递归推导严格证明了算法的收敛性。在凸优化理论的基础上,采用加权法求解

Pareto最优策略和Pareto最优解。最后,通过仿真结果验证了所提理论算法的可行性。
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Abstract:
 

In
 

this
 

paper,
 

the
 

Pareto
 

optimality
 

of
 

the
 

infinite
 

horizon
 

cooperative
 

linear
 

quadratic
 

(LQ)
 

differential
 

games
 

with
 

partially
 

unknown
 

system
 

is
 

studied
 

by
 

using
 

reinforcement
 

learning.
 

Firstly,
 

the
 

policy
 

iteration
 

algorithm
 

is
 

derived
 

by
 

collecting
 

the
 

state
 

information
 

of
 

each
 

player
 

to
 

obtain
 

the
 

approximate
 

solutions
 

of
 

the
 

corresponding
 

algebraic
 

Riccati
 

equation
 

(ARE)
 

under
 

the
 

premise
 

of
 

only
 

knowing
 

partial
 

matrix
 

parameters
 

of
 

the
 

system
 

dynamics.
 

Secondly,
 

the
 

convergence
 

of
 

the
 

algorithm
 

is
 

rigorously
 

proved
 

by
 

recursion.
 

Based
 

on
 

the
 

convex
 

optimization
 

theory,
 

the
 

Pareto
 

optimal
 

strategy
 

and
 

Pareto
 

optimal
 

solutions
 

are
 

obtained
 

by
 

employing
 

the
 

weighting
 

approach.
 

Finally,
 

the
 

feasibility
 

of
 

the
 

proposed
 

theoretical
 

algorithm
 

is
 

verified
 

by
 

simulation
 

results.
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当两个或更多玩家决定通过合作或竞争来达到最优目标时,每个玩家都必须谨慎地考虑其他玩家所做

出的决定,这就产生了博弈[1]。一般来说,博弈可以分为合作博弈和非合作博弈。近年来,随着合作共赢观

念深入人心,一方面,合作博弈的发展受到越来越多的关注,其理论成果被广泛应用在智能电网管理、移动云

计算、经济金融和国土安全等领域[2];另一方面,线性二次(linear
 

quadratic,LQ)最优控制理论是现代控制理

论的重要组成部分,在生产过程、城市规划以及国防安全等领域发挥重要作用[3],两者的结合被称为合作

LQ博弈问题。这类问题可以追溯到Edgeworth[4]在1881年提出的支配解概念,后被Pareto进一步发展为

Pareto最优性问题[5],成为解决合作LQ博弈问题的重要理论成果。针对非正则合作LQ微分博弈问题,
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Engwerda[6]给出加权法等价于Pareto最优策略的充分必要条件。对于合作微分博弈,文献[7]和文献[8]分
别研究了其有限时域和无限时域下的Pareto最优性问题,随后文献[9]和文献[10]又将两者的结果推广到

了合作差分博弈领域当中。针对随机合作LQ差分博弈,文献[11]提出一种基于加权差分黎卡提方程

(difference
 

Riccati
 

equation,DRE)和加权差分李雅普诺夫方程(difference
 

Lyapunov
 

equation,DLE)解的算

法以获得所有的Pareto最优策略。文献[12]解决了有限时域平均场域随机LQ最优控制的Pareto最优性

问题,并将理论成果应用到合作网络安全博弈问题;文献[13]将结果进一步推广到无限时域中,并通过 H 表

示技术得到均方意义下稳定性和精确可观测性的随机特征向量检验充分必要条件。同时,代数黎卡提方程

(algebraic
 

Riccati
 

equation,ARE)在求解无限时域LQ优化问题中起着重要作用。Kleinman提出的迭代算

法是确定相应ARE解的有效方法,其计算过程与牛顿法类似[14]。但是,Kleinman迭代算法严格依赖于动

力学系统的矩阵参数,对于动力学系统部分未知的优化问题很难得到ARE的解。随着计算机科学的发展,
人们提出了许多算法来逼近ARE的近似解,自适应动态规划(adaptive

 

dynamic
 

programming,ADP)[15-16]

和强化学习(reinforcement
 

learning,RL)[17-18]就是解决这一问题的有效方法。自适应动态规划和强化学习

通过收集玩家与环境的交互数据来迭代求解最优控制策略。更准确地说,自适应动态规划是一种基于动态

规划(dynamic
 

programming,DP)并与强化学习相结合的算法[19]。近十年来,策略迭代作为一种重要的强

化学习和自适应动态规划方法,通过近似求解Bellman方程来处理最优控制问题,成为学界广泛关注的研究

热点。文献[20]首次引入一种基于策略迭代的自适应控制算法来解决最优控制问题,在不使用动力学系统

显式信息的情况下迭代获得最优控制策略。基于这一结果,文献[21]设计了一种新型策略迭代方法,利用系

统状态和输入信息来计算最优控制策略而不需要系统矩阵的任何信息。
值得注意的是,以往大多数研究在解决合作LQ博弈问题时通常需要基于模型,通过求解加权黎卡提方程来

研究Pareto最优问题。然而,当系统矩阵参数未知时,缺少有效的方法来解决此类问题,而策略迭代算法通常用于

研究单目标优化问题。如何解决系统动力学未知情况下多目标合作博弈的Pareto最优性问题,尚未得到深入研

究。受到以上成果的启发,本研究主要利用策略迭代算法来解决系统矩阵部分参数未知的合作博弈问题。

1 线性二次合作博弈

本研究考虑包含N 个玩家的无限时域合作线性二次微分博弈,其动力学系统为:

x
·(t)=Ax(t)+∑

N

i=1
Biui(t),x(0)=x0。 (1)

式中:x(t)为状态向量,N 为不小于2的正整数,ui(t)代表第i个玩家在t时刻采取的控制策略。此外,需
要假设系统是可镇定的。博弈中的每个玩家都期望通过合作并采取合理的控制策略使得下列目标函数最小:

Ji(x0;u)=∫
∞

0
[xT(t)Qix(t)+∑

N

j=1
uT

j(t)Rijuj(t)]dt。 (2)

式中:QT
i=Qi≥0,RT

ij=Rij>0,i∈N-= 1,2,…,N  。
上述问题被统称为正则LQ最优控制问题。为了简化上述问题的描述,定义:B=[B1,B2,…,BN],

Ri=diag{Ri1,Ri2,…,RiN},u(t)=[uT
1(t),uT

2(t),…,uT
N(t)]T,将上述合作博弈问题等效转化为标准LQ

最优控制问题:

Problem
 

P(i),∞
LQ ,

Minimize
 

Ji(x0;u)=∫
∞

0
[xT(t)Qix(t)+uT(t)Riu(t)]dt,

Subject
 

to
 

x
·(t)=Ax(t)+Bu(t),x(0)=x0。

此外,对于合作博弈问题,每个玩家的控制策略只能在其容许控制集中选取。首先,定义平方可积函数

L2(R
mi)= {ui(t)|∫

∞

0
uT

i(t)ui(t)dt<∞},则玩家i的容许控制集为:Ui
ad={ui(t)∈L2(R

mi)|Ji(x0;u)<∞}。

因此,由所有玩家的控制策略组成的联合控制集可以描述为:u∈Uad:=(u1,u2,…,uN)∈U1
ad×U2

ad×…×UN
ad。

·221·
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为了使合作博弈定义明确,本研究对策略、协议和信息进行了适当的描述:

1)
 

每个玩家都可以从其容许控制集中任意选择控制策略;

2)
 

玩家之间存在强制性协议,确保其行动能够执行;

3)
 

每个玩家都拥有彼此目标函数和动力学系统的共识。
接下来,为了更好地理解合作博弈的Pareto最优性,引入支配解的概念,即没有玩家可以在不增加其他

玩家目标函数的情况下降低自己的目标函数。
定义1 若控制策略u*=(u*

1 ,u*
2 ,…,u*

N)∈Uad 是Pareto最优控制策略,则不能存在其他的控制策略

u
︿
=(u

︿
1,u

︿
2,…,u

︿
N)∈Uad 使得Ji(x0;u

︿)≤Ji(x0;u*),∀i∈N- 且至少有一个小于号严格成立。(J1(x0;u*),

J2(x0;u*),…,JN(x0;u*))被称为Pareto最优解,所有的Pareto最优解组成的集合称为Pareto边界。
加权法在推导Pareto最优性过程中起到至关重要的作用,这种方法对每个玩家的目标函数分配不同权

重,并通过最小化加权目标函数的总和得到Pareto最优策略。引理1说明了每一个使加权目标函数和最小

化的策略都是Pareto最优策略。

引理1[6] 定义η ∈Γ ={η=(η1,η2,…,ηN)|ηi >0,∑
N

i=1
ηi =1}。 如果u* ∈Uad 满足u* ∈

argminu∈Uad∑
N

i=1
ηiJi(x0;u),则u*被称为Pareto最优策略。

根据引理1可以看出,加权方法是推导Pareto最优策略的充分条件,但加权方法既不是获得Pareto最

优解的充分条件,也不是必要条件[8-10]。然而,当容许控制集和目标函数对控制策略而言分别为凸集和凸函

数时,加权法求得的控制策略等价于Pareto最优策略。对此,有引理2。
引理2[6] 假设容许控制集Uad 和目标函数Ji(x0;u),i∈N- 对控制策略u 而言是凸集和凸函数,那么

当u*为Pareto最优策略时,存在一个η∈Γ 使得u* ∈argminu∈Uad∑
N

i=1
ηiJi(x0;u)。

在本研究的推导过程中,基本假设1也起到关键作用。

假设1 对于最优控制问题P(i),∞
LQ 而言,(A;Qi),i∈N- 是完全能观的。

最后,在系统可镇定以及假设1的前提下,合作博弈的Pareto最优问题与以下N 个ARE有关,即

ATP(i)+P(i)A-∑
N

j=1
P(i)BjR-1

i BT
jP

(i)+Qi=0,i∈N-。 (3)

一般来说,当动力学系统中的参数矩阵A 和Bi 已知时,通过Kleinman迭代算法或牛顿法求解ARE,
可以适当地解决合作博弈的Pareto最优控制问题。但现实中系统的参数矩阵往往是未知的,这时 Klein-
man迭代算法和牛顿法都具有局限性。为了解决这个难题,本研究提出基于强化学习的策略迭代算法。

2 基于策略迭代的Pareto最优性

本研究首先推导出对单个玩家而言最优的策略迭代算法。为了表达简便,定义矩阵算子和运算规则:

L(X,Y)= In -YT
n  X In -YT

n  T,O(X)=XT􀱋XT,XX(Y)=XTY+YX,KX(Y)=X-1BTY,A(KX(Y))=

A-BKX(Y),Qi
X(Y)=Qi+YTXY,Ha=

Ha
11 Ha

12

Ha
12  T Ha

22

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 。

由文献[22]可知,在假设1前提下ARE具有唯一正定解P*,(i),i∈N-,并能得到使得玩家i的目标函数

最小的最优控制策略

u*,(i)(t)=-K*,(i)x(t)=-R-1
i BTP*,(i)x(t)=-

R-1
i1BT

1P*,(i)

R-1
i2BT

2P*,(i)

…

R-1
iNBT

NP*,(i)

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

x(t)。

·321·
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在这种情况下,动力学系统是可镇定的,令H1
11=ATP(i)+P(i)A+Qi,H1

12=P
(i)B,H1

22=Ri,得到相应

的代数李雅普诺夫方程(algebratic
 

Lyapunov
 

equation,ALE)为:

L(H1,KRi
(P(i)))=0,i∈N-。 (4)

因此,玩家i的目标函数可以改写为:Ji(x(t);u)=∫
t+T

t
O(x(τ))vec(Qi

Ri
(KRi

(P(i))))dτ+Ji(x(t+T);u)。

基于上式,定义x(t)=xt,同时参数化目标函数以及合理选择初始反馈增益矩阵K(i)
0 。为研究系统参

数矩阵A 未知的合作微分博弈,提出迭代算法:

O(xt)vec(P
(i)
k )-O(xt+T)vec(P

(i)
k )=∫

t+T

t
O(xτ)vec(Qi

Ri
(K(i)

k ))dτ, (5)

K(i)
k+1=

K(i)
k+1,1

K(i)
k+1,2

…

K(i)
k+1,N

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

=R-1
i BTP(i)

k =

R-1
i1BT

1P
(i)
k

R-1
i2BT

2P
(i)
k

…

R-1
iNBT

NP
(i)
k

􀭠

􀭡
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

。 (6)

从上述策略迭代过程可以看出,有必要讨论迭代过程(式(5))的可解性。为此,提出引理3~5。
引理3 假设A(K(i)

k )是可镇定的,则迭代过程(式(5))得到的最优解等价于ALE的解,即

XA(K(i)k )
(P(i)

k )=-Qi
Ri
(K(i)

k ),i∈N-。 (7)

证明:如果动态系统是可镇定的,由式(7)得到:

d(O(xt)vec(P
(i)
k ))

dt =O(xt)vec(XA(K(i)k )
(P(i)

k ))=-O(xt)vec(Qi
Ri
(K(i)

k ))。

式中,P(i)
k 表示ALE(式(7))的唯一正定解。对其积分可得:

∫
t+T

t
O(xτ)vec(Qi

Ri
(K(i)

k ))dτ=-∫
t+T

t

d(O(xτ)vec(P
(i)
k ))

dτ dτ=O(xt)vec(P
(i)
k )-O(xt+T)vec(P

(i)
k ),

该式等同于迭代式(5)。结论成立。
接下来,证明提出的策略迭代算法的收敛性,并以此来说明该迭代算法是可行的。
引理4 选择一个初始反馈增益矩阵K(i)

0 ,使动力学系统是稳定的,得到相应ALE(式(7))的唯一正定

解P(i)
0 。同时,设P(i)

k 为李雅普诺夫方程(7)的唯一正定解。通过式(6)和式(7),可以得到所有的解K(i)
k 和

P(i)
k 。最后,可以得到以下结论:

1)
 

P*,(i)≤P(i)
k+1≤P

(i)
k ;

2)
 

lim
k→∞

P(i)
k =P*,(i)。

证明:由式(5)和引理3可知,

P(i)=∫
∞

0
e
(A-∑

N

j=1
BjK

(i)
j
)Tt

Qi
Ri
(K(i))e

(A-∑
N

j=1
BjK

(i)
j
)Tt

dt。 (8)

式中,P(i)为ALE(4)的唯一正定解。利用式(5)和式(6),设P(i)
1 和P(i)

2 分别为ALE(7)对应K(i)
1 和K(i)

2 的

解。由式(7)可得:

XA(K(i)1 )
(P(i)

1 )=-Qi
Ri
(K(i)

1 )。 (9)

  利用A(K(i)
1 )=A(K

(i)
2 )-B(K

(i)
1 -K

(i)
2 )对式(9)进行变换。令H2

11=XA(K(i)2 )
(P(i)

1 )+Qi
Ri
(K(i)

1 ),H2
12=

P(i)
1 B,H2

22=0,得到:

L(H2,(K(i)
1 -K

(i)
2 ))=0。 (10)

同理,利用式(7)可得:

XA(K(i)2 )
(P(i)

2 )=-Qi
Ri
(K(i)

2 )。 (11)

将式(10)与式(11)相减,同时,令H3
11=XA(K(i)2 )

(P(i)
1 -P

(i)
2 ),H3

12=(BTP(i)
1 -RiK

(i)
2 )T,H3

22=Ki,得:

·421·
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L(H3,(K(i)
1 -K

(i)
2 ))=0。 (12)

因此,根据式(8),令H3
11=0,有

P(i)
1 -P(i)

2 =∫
∞

0
e

A(K(i)2 )Tt
L(H3,(K(i)

1 -K(i)
2 ))e

A(K(i)2 )t
dt。 (13)

利用变形(K(i)
1 -K

(i)
2 )TK

(i)
2 +K(i)

2
T(K(i)

1 -K(i)
2 )=K(i)

1
TK(i)

2 +K(i)
2
TK(i)

1 -2K
(i)
2
TK(i)

2 ,改写式(13)。同

时,令H3
11=0,H3

12=(BTP(i)
2 -RiK

(i)
2 )T,得:

P(i)
1 -P(i)

2 =∫
∞

0
e

A(K(i)1 )Tt
L(H3,(K(i)

1 -K(i)
2 ))e

A(K(i)1 )t
dt。 (14)

设P(i)
0 是与K(i)

1 相关的 ALE(式(7))的解,通过式(6)使得K(i)
1 =R-1

i BTP(i)
0 。此外,基于式(13)得:

P(i)
0 -P(i)

1 =∫
∞

0
e

A(K(i)1 )Tt[∑
N

j=1

(K(i)
0,j -K(i)

1,j)TRij(K
(i)
0,j -K(i)

1,j)]e
A(K(i)1 )t

dt≥0,根据式(14)得:P(i)
1 -P*,(i)=

∫
∞

0
e

A(K(i)1 )Tt[∑
N

j=1

(K1,i,j -K*
i,j)TRij(K1,i,j-K*

i,j)]e
A(K(i)1 )t

dt≥0。因此,P(i)
1 下有界并且满足k=1时的ALE

(式(7))。此外,令k=2,3,…,∞,重复上述步骤可以得到P(i)
k 序列单调递减且下有界。根据单调收敛性定

理,极限lim
k→∞

P(i)
k =P

(i)
∞ 存在。

对式(7)取极限,由k→∞,可得:

ATP(i)
∞ +P(i)

∞A-∑
N

j=1
P(i)
∞BjR-1

i BT
jP

(i)
∞ +Qi=0。 (15)

由于P*,(i)是式(15)的唯一正定解,则P(i)
∞ =P*,(i)。由此可知,当迭代次数足够大时,最优控制问题P(i),∞

LQ

的ARE(式(3))的解等同于迭代算法(式(5)、式(6))所得的解。结论成立。
接下来,利用克罗内克积理论简化迭代过程。

定义符号:svec(Y)= y11,2y12,…,2y1n,y22,…,2yn-1,n,yn,n  T∈R
1
2n(n+1),x-=svec(xxT),Yxx =

[∫
t1

t0
O(xτ)Tdτ,∫

t2

t1
O(xτ)Tdτ,…,∫

tl

tl-1
O(xτ)Tdτ]T,Xxx = [x-(t0)-x-(t1),x

-(t1)-x-(t2),…,x
-(tl-1)-x-(tl)]T。

基于此,迭代式(5)可以改写为:

Xxxsvec(P
(i)
k )=Yxxvec(Qi

Ri
(K(i)

k ))。 (16)
当Xxx 列满秩时,式(16)可近似为:

svec(P(i)
k )=(XT

xxXxx)-1XT
xxYxxvec(Qi

Ri
(K(i)

k ))。 (17)

需要说明的是,通过本研究提出的策略迭代算法(式(5)、式(6)),Pareto最优策略u*,(i)(t)可由u*,(i)

(t)=-K*,(i)x(t)确定,表示所有玩家为了使玩家i目标函数最小所采取的最优策略。然而,这种策略不能

同时使所有玩家的目标函数最小,因此不满足Pareto最优性的定义。
基于策略迭代的推导结果,之后需要研究具有部分未知参数矩阵动力学系统的合作博弈。对于正则合

作博弈,其目标函数是凸函数,这意味着加权法等价于Pareto最优策略[10-13]。考虑以下加权和目标函数的

优化问题:

Problem
 

P(i),∞
LQ ,

Minimize
 

Jη(x0;u)=∫
∞

0
[xT(t)Qηx(t)+uT(t)Rηu(t)]dt,

Subject
 

to
 

x
·(t)=Ax(t)+Bu(t),x(0)=x0。

式中:Qη =∑
N

i=1
ηiQi,Rη =∑

N

i=1
ηiRi。 给出以下引理来保证假设1对于加权之后的最优问题仍然成立。

引理5 如果对于最优控制问题P(i),∞
LQ ,(A;Qi),i∈N- 是完全能观的,则对于加权之后的最优控制问

题P(i),∞
LQ ,(A;Qη)也是完全能观的。

证明:如果对于最优控制问题P(i),∞
LQ ,(A;Qi),i∈N- 是完全能观的,根据Popov-Belevitch-Hautus
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(PBH)判据,则不存在非零特征向量λi 使得Aλi=αiλi,Qiλi=0。
接下来利用反证法进行证明。

假设(A;Qη)是不完全能观的,那么显然存在一个非零的特征向量λ 使得Aλ=αλ,Qηλ=0。可以选

择一个η∈Γ 使得Qη=Qi,则这与假设的(A;Qη)不完全能观相矛盾,故对于加权之后的最优控制问题

P(i),∞
LQ ,(A;Qη)也是完全能观的。结论成立。

因此,基于假设1,权和最优控制问题P(i),∞
LQ 与加权ARE的解密切相关,即ATPη+PηA-PηBR

-1
η BTPη+

Qη=0。显然,对于最优控制问题Pi,∞
LQ 策略迭代所得的结果,自然也可以应用于加权之后的最优控制问题

P(i),∞
LQ 。因此,此前所提出的策略迭代方法可以涵盖具有未知系统矩阵参数的加权合作博弈Pareto最优性

问题。为此,给出以下两个定理进行说明。
定理1 对于最优控制问题P(i),∞

LQ ,∀i∈N-,η∈Γ 确定时的Pareto最优策略可以通过如下策略迭代得到:

u*(t)=
 

argminu∈Uad∑
N

i=1
ηiJi(x0;u)=-K*

ηx(t)=-[(K*
1ηx(t))

T(K*
2ηx(t))

T…(K*
Nηx(t))

T]T。

(18)
式中,K*

η 可以由式(6)和式(17)得到。对于问题P(i),∞
LQ ,这种迭代方法求解Pareto最优策略时不需要矩阵

A 的参数信息。
证明:在假设1的前提下,系统是可镇定的。最优控制问题Pi,∞

LQ 相关的ARE存在唯一正定解P(i),且
目标函数Ji(x0;u)存在最小值。此外,对于正则合作博弈问题,目标函数对于控制输入而言是凸函数,且根

据引理5权和目标函数也是凸函数,当η∈Γ 确定时权和目标函数存在最小值。因此,根据引理1和引理2,
所有的Pareto最优控制策略都可以由加权法得到。由引理3和式(5)、式(6)可知反馈增益矩阵为K*

η =

[(R-1
1ηB

T
1P

(*)
η x(t))T(R-1

2ηB
T
2P

(*)
η x(t))T…(R-1

NηB
T
NP

(*)
η x(t))T]T,其中Rjη=∑

N

i=1
ηiRij,并且求解过程中未利

用系统矩阵A。
定理2 对于最优控制问题P(i),∞

LQ ,∀i∈N-,η∈Γ 确定时的Pareto最优解可以通过如下策略迭代得到

(J1(x0;u*),J2(x0;u*),…,JN(x0;u*)),其中Ji(x0;u*)=O(x0)vec(P*
iη),∀i∈N-。

证明:将定理1中得到的最优控制策略u*(t)=-K*
ηx(t),代入动力学系统可得:

Ji(x0;u*)=∫
∞

0
O(xt)vec(Qi

Ri
(Kη))dt。 (19)

构造李雅普诺夫函数为Vi(t)=O(xt)vec(P*
iη),可得V

·
i(t)=O(xt)vec(XA(K*η

)
(P*

iη))i,

∫
∞

0
V
·
i(t)dt=∫

∞

0
O(xt)vec(XA(K*η

)
(P*

iη))dt=lim
t→∞

O(xt)vec(P*
iη)-O(x0)vec(P*

iη)。 (20)

由式(19)和式(20)可得:Ji(x0;u*)=O(x0)vec(P*
iη)+∫

∞

0
O(xt)vec(XA(K*η

)
(P*

iη)+Qi
Ri
(Kη))dt。

设ALE:XA(K*η
)
(P*

iη)=-Q
i
Ri
(Kη),与加权之后的式(7)一致,因此P*

iη 可由式(17)获得,且无需利用系

统矩阵A。
由定理1和定理2可以看出,与文献[6-10]相比,本研究推导出的Pareto最优策略和Pareto最优解不

需要系统矩阵A 的信息。下面,将给出系统稳定和系统不稳定两种仿真算例来证明算法的有效性。

3 仿真验证

例1 考 虑 两 个 玩 家 组 成 的 稳 定 系 统 x
·(t)=Ax(t)+B1u1(t)+B2u2(t),x(0)=x0,A=

-9 10 
-3 -0.1
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,B1=

10 1
 1.75 8
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,B2=

0.4 3.5
0.3 0.1
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 。每个玩家都希望最小化目标函数:

J1(x0;u)=∫
∞

0
[xT(t)Q1x(t)+uT

1(t)R11u1(t)+uT
2(t)R12u2(t)]dt,
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J2(x0;u)=∫
∞

0
[xT(t)Q2x(t)+uT

1(t)R21u1(t)+uT
2(t)R22u2(t)]dt。

式中,目标函数参数矩阵为:Q1=
0.35 0
0 0.25
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,Q2=

0.65 0
0 0.9
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,R11=

0.32 0
0 1
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥
􀪁
􀪁 ,R12=

4.3 0
0 2
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,

R21=
1.6 0
0 0.1
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,R22=

1.75 0
0 1.35
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 。

接下来,利用加权法来求解Pareto最优控制策略。选定η1=0.45,设置初始增益矩阵为零矩阵,根据定

理1和 迭 代 算 法(式(5)、式(6)),得 到 Pareto最 优 反 馈 增 益 为:K*
1,α=

0.241
 

9 0.107
 

9
0.036

 

7 1.070
 

1
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,K*

2,α=

-0.005
 

7 0.004
 

6
0.147

 

4 -0.000
 

2
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 。这种情况下,得到P(i)

k 和K(i)
k 的收敛性如图1所示。此外,Pareto最优控制轨迹和Pa-

reto最优状态轨迹如图2所示。最后,通过改变权值η1,得到Pareto边界如图3所示。

图1 增益矩阵的收敛性

Fig.
 

1 Convergence
 

ofgain
 

matrix

图2 Pareto
 

最优策略和最优状态轨线

Fig.
 

2 Pareto
 

optimal
 

strategy
 

trajectory
 

and
 

optimal
 

state
 

trajectory
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图3 Pareto边界

Fig.
 

3 Pareto
 

frontier

  例2 考虑由两个玩家组成的不稳定系

统:A=
0.6 0.02
0 0.01
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,B1=

2.6 0.04
0 10  
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,

B2=
0.5 0.02
1.32 1
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 。

由于系统矩阵A 的两个特征值为0.6和

0.01,系统不稳定,同时构造 能 控 判 别 矩 阵

Qc= B AB  ,rankQc=2,保证系统是可稳定

的。每个玩家都希望最小化目标函数:

J1(x0;u)=∫
∞

0
[xT(t)Q1x(t)+

uT
1(t)R11u1(t)+uT

2(t)R12u2(t)]dt,

J2(x0;u)=∫
∞

0
[xT(t)Q2x(t)+

uT
1(t)R21u1(t)+uT

2(t)R22u2(t)]dt。

其中,目标函数参数矩阵为:Q1=
0.5 0
0 0.5
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥
􀪁
􀪁 ,Q2=

0.2 0
0 0.6
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤
􀭥

􀪁
􀪁 ,R11=

0.8 0
0 1
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,R12=

1.9 0
0 0.7
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,R21=

0.7 0
0 1.6
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,R22=

0.7 0
0 2.6
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 。

利 用 加 权 法 来 求 解 Pareto 最 优 控 制 策 略,选 定 η1 =0.6,设 置 初 始 增 益 矩 阵 为 K(i)
k =

3 0 3 0
0.3 3 0.5 3
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

T

。根据定理1和迭代算法(式(5)、式(6)),得到 Pareto最优反馈增益为:K*
1,α=

0.948
 

1 -0.006
 

0
-0.005

 

2 0.655
 

5
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥
􀪁
􀪁 ,K*

2,α=
0.142

 

8 0.070
 

9
-0.017

 

0 0.028
 

8
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 。这种情况下,得到P(i)

k 和K(i)
k 的收敛性如图4所

示。此外,Pareto最优控制轨迹和Pareto最优状态轨迹如图5所示。最后,通过改变权值η1,得到Pareto
边界,如图6所示。

最后,更改初始增益矩阵的取值,对比其对算法收敛速度的影响。对于上述不稳定系统,选取初始稳定

增益矩阵K(i)
k =

1 0 1 0
0.3 1 0.5 1
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

T

,得到P(i)
k 和K(i)

k 的收敛性如图7所示。与图4对比发现,初始增益矩

图4 增益矩阵的收敛性

Fig.
 

4 Convergence
 

ofgain
 

matrix
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图5 Pareto
 

最优策略轨线和最优状态轨线

Fig.
 

5 Pareto
 

optimal
 

strategy
 

trajectory
 

and
 

optimal
 

state
 

trajectory

图6 Pareto边界

Fig.
 

6 Pareto
 

frontier

阵与最优增益矩阵越接近,算法的收敛速度

越快,但是影响并不显著。

4 结论

研究了部分参数矩阵未知的无限时域合

作线性二次微分博弈的Pareto最优性问题,
提出一种策略迭代算法,通过利用玩家的状

态信息求解相应的加权代数黎卡提方程,得
到Pareto最优策略和Pareto最优解,并利用

递归推导证明了算法的收敛性。最后,通过

仿真算例证明了所提算法的可行性。

图7 改变初值后增益矩阵的收敛性

Fig.
 

7 Convergence
 

ofgain
 

matrix
 

after
 

changing
 

the
 

initial
 

value
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