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摘 要:离散时间随机线性二次(LQ)Stackelberg博弈的线性最优闭环策略的复杂性在于经典的最优控制方法已

不再适用,即便是对于LQ
 

Stackelberg博弈,其解也可能呈现非线性特性。在这种情况下,假设领导者和跟随者的

闭环策略是历史和当前新息的线性组合,这一假设符合闭环信息模式的定义,因此这是合理的。通过运用矩阵极

大值原理,得到了最优的线性闭环Stackelberg策略。本研究首次揭示最优的线性闭环解采用了Kalman滤波反馈

的形式,对于未来研究Stackelberg策略中的信息非对称控制具有重要意义。
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Abstract:
 

The
 

complexity
 

of
 

linear
 

optimal
 

closed-loop
 

strategies
 

for
 

discrete-time
 

stochastic
 

linear
 

quadratic
 

(LQ)
 

Stackelberg
 

games
 

lies
 

in
 

the
 

fact
 

that
 

traditional
 

optimal
 

control
 

methods
 

are
 

no
 

longer
 

applicable
 

because
 

even
 

in
 

the
 

case
 

of
 

LQ
 

Stackelberg
 

games,
 

the
 

solution
 

may
 

exhibit
 

nonlinear
 

characteristics.
 

In
 

such
 

cases,
 

the
 

assumption
 

that
 

the
 

closed-loop
 

strategies
 

for
 

both
 

the
 

leader
 

and
 

the
 

follower
 

are
 

linear
 

combinations
 

of
 

historical
 

and
 

current
 

innovations
 

aligns
 

with
 

the
 

definition
 

of
 

a
 

closed-loop
 

information
 

pattern,
 

making
 

it
 

a
 

reasonable
 

and
 

widely
 

applicable
 

choice.
 

By
 

applying
 

the
 

matrix
 

maximum
 

principle,
 

the
 

optimal
 

linear
 

closed-loop
 

Stackelberg
 

strategies
 

are
 

obtained.
 

This
 

study,
 

for
 

the
 

first
 

time,
 

reveals
 

that
 

the
 

optimal
 

linear
 

closed-loop
 

solution
 

takes
 

the
 

form
 

of
 

Kalman
 

filtering
 

feedback,
 

which
 

is
 

a
 

finding
 

of
 

significant
 

importance
 

for
 

future
 

research
 

in
 

handling
 

information
 

asymmetry
 

in
 

Stackelberg
 

strategies.
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Stackelberg解的概念最初是由Stackelberg[1]提出,由Chen等[2]引入到控制和博弈领域。Stackelberg
博弈的特点是信息的非同步,即其中一方(领导者)可以宣布并强制执行其策略给另一方(跟随者),这是与其

他博弈的主要区别,由此导致Stackelberg博弈的研究相对复杂。
在Stackelberg博弈中,考虑玩家的信息集至关重要。与文献[3]中的定义类似,信息模式可以分为开

环、反馈、闭环三种。开环Stackelberg博弈意味着领导者的可用信息仅限于初始值,即x0。由于信息结构
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相对简单,因此早期已经有了很多关于开环Stackelberg策略的研究,例如开环Stackelberg博弈的差分Ric-
cati方程的渐近行为[4]、存在性和唯一性的充要条件[5]。需要注意的是,尤其在动态博弈中,仅仅了解初始

值是不够的。Cruz等[6-7]提出了反馈Stackelberg策略的概念,其中每个玩家的可用信息集在每个阶段都会

发生变化,即当前信息,这是一种满足贝尔曼最优性原理的自适应策略。因此,一些经典的最优方法可以用

来解决反馈Stackelberg博弈。例如,Jungers[8]通过块矩阵方法研究了一种带有反馈信息结构的离散

Stackelberg策略,Li等[9]在考虑跟随者稳定性情况下获得了领导者的反馈激励策略。
事实上,在大多数文献中,反馈通常被视为一种特殊的闭环结构,即无记忆闭环策略。对于有记忆的闭

环信息结构,如文献[3]所定义的,即使对于线性二次(linear
 

quadratic,LQ)博弈,也很少有结果。其原因正

如Basar[10-11]所述,经典的最优控制理论,特别是动态规划,无法得到闭环Stackelberg策略应满足的合理的

必要条件。这是一个非经典的最优控制问题,因为领导者的一阶偏导数存在于跟随者优化问题的必要条件

中,使得传统的最优性方法失效。
为了避免这一困难,文献[11-14]进行了一些尝试。总的来说,到目前为止有两种方法。一种方法是将

领导者的最优问题转化为一个团队最优问题。例如,假设领导者是线性且具有一步记忆的,而跟随者则以线

性反馈形式实现,Basar等[11-12]得到了离散时间博弈和微分博弈的闭环Stackelberg策略,但这种方法缺点

是得到的领导者策略对跟随者可能的非最优控制选择敏感,由此导致非最优全局解,并会降低领导者策略的

可信度。另一种方法是,Medanic[13]假设领导者策略具有特定的参数结构,在这种情况下,跟随者的响应可

以清晰确定,领导者面临的问题可根据跟随者响应集施加的约束来优化这些参数。
需要注意的是,上述提到的方法都是间接的,已有文献也没有直接解决闭环Stackelberg博弈的方法。

正如Tolwinski[15]指出,即使对于LQ博弈,其最优闭环Stackelberg策略也是非线性的。从这个角度看,要
得出一个解析明确的Stackelberg闭环解相对复杂。因此,一些学者研究了线性形式的最优闭环Stackel-
berg策略。与已有文献不同的是,每个玩家根据状态的观测信息作决策,即不完全信息。这种问题最早由

Castanon等[16]提出,并得到了嵌套信息模式下,两名玩家线性二次高斯(linear
 

quadratic
 

Gaussian,LQG)非
零和离散时间动态博弈问题的反馈Stackelberg解。在非嵌套信息模式下,Basar[17]研究了一类具有非高斯

随机变量的静态Stackelberg博弈问题,Li等[18]得到了确定情形下一步记忆的闭环Stackelberg策略。
基于上述分析,先前研究中对闭环Stackelberg策略的关注主要集中在无记忆闭环方面,即仅依赖当前

时刻信息并采用反馈策略。本研究专注于有记忆闭环策略,即考虑基于全部历史信息和当前时刻信息的策

略设计,这为问题的解决带来了显著挑战。此外,现有文献大多侧重于状态信息完全已知的情形,这明显与

实际情况不符。因此,本研究聚焦在不完全状态信息的情境下,即基于测量信息的闭环策略,这也为本研究

增添了相当的难度。为解决该问题,考虑到两个事实:一是在观测变量下的条件数学期望等同于在新息序列

下的条件数学期望,二是新息序列具有正交性,进一步假设跟随者和领导者的策略都是新息的线性组合。从

上述分析来看,该假设在逻辑上是合理的。在此背景下,本研究目标是找到相应的参数矩阵,以最小化两个

成本函数。为了获得线性闭环控制器,运用矩阵极大值原理来获取控制器的增益矩阵。值得注意的是,本研

究首次证明了带有不完全信息的线性闭环Stackelberg控制实际上等同于卡尔曼滤波反馈,这为未来研究闭

环Stackelberg策略提供了重要的理论基础和思路。

1 问题描述

考虑下列随机线性系统:

xk+1=Axk+Buf
k+B

-ul
k+wk, (1)

yk=Hxk+vk。 (2)

式中:xk∈Rn,uf
k∈R

m1,ul
k∈R

m2 分别表示状态、跟随者及领导者;A、B、B-、H 分别为具有适合维数的矩阵;

wk、vk 表示均值为零,方差分别为Rw、Rv 的独立高斯白噪声;初始状态x0 为高斯随机变量,
 

E[x0]=x-0,E
[(x0-x-0)(x0-x-0)T]=R0,并且与wk、vk 相互独立;yk 表示观测,观测信息集为Yk= y0,y1,…,yk  ,yk
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的估计值表示为y
︿
k|k-1=E[yk|Yk-1]。

为方便讨论,引入新息序列 εk  k≥0,εk=yk-y
︿
k|k-1,并且定义一个新的信息集Sk=ε0,ε1,…,εk  。新

息序列的性质[18]有y
︿
k|k-1=E[yk|Yk-1]=E[yk|Sk-1]以及正交性

E[εiεT
j]=

0,
 

      i≠j;

HΣi|i-1HT+Rv,
 

i=j。 (3)

式中:Σi|i-1=E[(xi-x
︿
i|i-1)(xi-x

︿
i|i-1)T],x

︿
0|-1=x-0 为误差协方差矩阵,且满足下列迭代关系:

Σi|i-1=AΣi-1AT+Rw, (4)

Σi=[I-Σi|i-1HT(HΣi|i-1HT+Rv)-1H]Σi|i-1, (5)

Σ0|-1=R0。 (6)
定义下列性能指标:

Jf =E{∑
N

k=0

[xT
kQxk +(uf

k)TR1uf
k +(ul

k)TR2ul
k]+xT

N+1PN+1xN+1}, (7)

Jl =E{∑
N

k=0

[xT
kQ

-xk +(uf
k)TR

-
1uf

k +(ul
k)TR

-
2ul

k]+xT
N+1P

-
N+1xN+1}。 (8)

式中:状态加权矩阵Q、Q
-、PN+1 以及P-N+1 是半正定矩阵;控制加权矩阵Ri、R

-
i(i=1,2)是正定矩阵。

根据信息结构[12]的定义:①若可用信息是 ε0  ,称为开环不完全信息结构;②若可用信息是 εk  ,称为

反馈不完全信息结构;③若可用信息是{ε0,ε1,…,εk},称为闭环不完全信息结构。
因为经典的最优控制方法失效,即使对于LQ情形,求解闭环Stackelberg策略仍然很困难。到目前为

止,还没有直接的方法来解决闭环Stackelberg策略。然而,根据闭环不完全信息结构的定义,线性闭环

Stackelberg策略可以给出如下表示:

uf
k =∑

k

i=0
Ki

kεi+Gkx
︿
0|-1, (9)

ul
k =∑

k

i=0
K-i

kεi+G-kx
︿
0|-1。 (10)

式中:Ki
k、Gk、K

-i
k、G

-
k 为具有合适维数的待确定矩阵。

根据上述准备工作,提出本研究要讨论的主要问题。
 

问题1 寻找线性闭环控制器uf
k 和ul

k,如式(9)和式(10)中所定义,以最小化性能指标(式(7)和式(8))。
 

显然,这与团队博弈存在显著差异,因为团队博弈通常要求所有参与者共同优化某一性能指标。此外,
在纳什博弈中,每个参与者可以独立优化其自身的性能指标,而无需考虑其他方的策略。对于Stackelberg
博弈,玩家在不平等的基础上被对待,这在数学上带来了很大的困难。

 

2 线性最优闭环Stackelberg解

定义下列Riccati型差分方程:

Pk=Q+ATPk+1A-MT
kΓ-1

k Mk, (11)

P-k=Q
-+ATP-k+1A+(Γ

-
kMk-M-k)TΓ

--1
k (Γ

-
kΓ-1

k Mk-M-k)-M- Tkγ
--1
k M-k-M- TkΓ

--1
k M-k。

 

(12)
式中:

Mk=BTPk+1A, (13)

Γk=R1+BTPk+1B, (14)

Γ-k=R
-
1+BTP-k+1B, (15)

M-k=BTP-k+1A, (16)

M-k=(MB
k)TΓ-1

k R-1Γ-1
k Mk+BT

kP
-
k+1Ak, (17)

γ-k=R
-
2+(MB

k)TΓ-1
k R-1Γ-1

k MB
k+BT

kP
-
k+1Bk, (18)
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以及

MB
k=BTPk+1B

-, (19)

Bk=B
--BΓ-1

k MB
k, (20)

Ak=A-BΓ-1
k Mk。 (21)

为了确保上述迭代过程能够继续进行,提出以下假设。
假设1 Γk、Γ

-
k 以及Y-k 是可逆矩阵。

假设2 下列正则条件成立,即
(E[x

︿
0|-1x

︿T
0|-1]Pinv<E[x

︿
0|-1x

︿T
0|-1]>-I)x

︿
0|-1=0。 (22)

现在给出本研究的主要结果。
定理1 如果假设1和假设2成立,使得性能指标(式(7)和式(8))最小的增益矩阵可以表示为:

K-i
k=-γ

--1
k M-kE[xkεT

i](HΣi|i-1HT+Rv)-1, (23)

G-k=-γ
--1
k M-kE[xkx

︿T
0|-1]Pinv<E[x

︿
0|-1x

︿T
0|-1]>, (24)

Ki
k=-Γ-1

k (MkE[xkεT
i]E[εiεT

i]-1+MB
kK
-i
k), (25)

Gk=-Γ-1
k (MkE[xkx

︿T
0|-1]+MB

kG
-
kE[x

︿
0|-1x

︿T
0|-1])Pinv<E[x

︿
0|-1x

︿T
0|-1]>。 (26)

而且,问题1的解以Kalman滤波反馈的形式给出:
 

uf
k=-Γ-1

k Mkx
︿
k, (27)

ul
k=-γ

--1
k M-kx

︿
k。

 

(28)
式中:

Mk=Mk-MB
kγ
--1
k M-k, (29)

x
︿
k=Ax

︿
k-1+Buf

k-1+B
-ul

k-1+Σk|k-1HT(HΣk|k-1HT+Rv)-1εk。 (30)
证明:证明概括为以下两步。
第一步,优化跟随者性能指标Jf(·)。
令Xk=E[xkxT

k]。根据式(1)、式(2)可得:

Xk+1=AXkAT+∑
k

i=0

[2AE[xkεi
T](BKi

k +B-K-i
k)T+(BKi

k+B
-K-ik)(HΣi|i-1HT+Rv)(BKi

k+B
-K-ik)T]+

Rw+AE[xkx
︿T
0|-1]GT

kBT+BGkE[x
︿
0|-1xT

k]AT+BGkE[x
︿
0|-1x

︿T
0|-1]GT

kBT+AE[xkx
︿T
0|-1]G

-T
kB
-T+

B-G-kE[x
︿
0|-1xT

k]AT+B-G-kE[x
︿
0|-1x

︿T
0|-1]GT

kBT+BGkE[x
︿
0|-1x

︿T
0|-1]G

-T
kB
-T+B-G-kE[x

︿
0|-1x

︿T
0|-1]G

-T
kB
-T。
(31)

因此,跟随者的Hamiltonian函数可以表示为:

Hf
k=Tr{QXk+(GT

kR1Gk+G
-T

kR2G
-

k)x
︿
0|-1x

︿T
0|-1+Pk+1AXkAT+Pk+1Rw+

∑
k

i=0

[[(Ki
k)TR1Ki

k +(K
-i

k)TR2K
-i

k](HΣi|i-1HT+Rv)+2Pk+1AE[xkεT
i](BKi

k +B-K-i
k)T+

Pk+1(BKi
k+B

-K-ik)(HΣi|i-1HT+Rv)(BKi
k+B

-K-ik)T+2Pk+1AE[xkx
︿T
0|-1]GT

kBT+

Pk+1BGkE[x
︿
0|-1x

︿T
0|-1]GT

kBT+2Pk+1AE[xkx
︿T
0|-1]G

-T
kB
-T+

2Pk+1B
-G-kE[x

︿
0|-1x

︿T
0|-1]GT

kBT+Pk+1B
-G-kE[x

︿
0|-1x

︿T
0|-1]G

-T
kB
-T]+PN+1XN+1}。 (32)

根据矩阵极大值原理,可以得到最优解存在的必要条件:

0=
􀆟Hf

k

􀆟Ki
k
=R1Ki

k(HΣi|i-1HT+Rv)+BTPk+1AE[xkεT
i]+BTPk+1(BKi

k+B
-K-ik)(HΣi|i-1HT+Rv)。(33)

0=
􀆟Hf

k

􀆟Gk
=R1GkE[x

︿
0|-1x

︿T
0|-1]+BTPk+1AE[xkx

︿T
0|-1]+BTPk+1BGkE[x

︿
0|-1x

︿T
0|-1]+BTPk+1B

-G-kE[x
︿
0|-1x

︿T
0|-1]。

(34)
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由假设1、假设2可以得到式(25)、式(26)所示的Ki
k 和Gk 的表达形式。进一步,基于正则条件式(22),

以及Kalman滤波

x
︿
k =E[xk]+∑

k

i=0
E[xkεi

T]E[εiεi
T]-1εi, (35)

可以推出

uf
k=-Γ-1

k Mkx
︿
k-Γ-1

k MB
kul

k。 (36)
将式(36)代入式(32),可得

Hf
k=Tr{(Q+ATPk+1A)E[x

~
kx

~T
k]+∑

k

i=0

(K-i
k)T[R2+B-TPk+1B

-
-(MB

k)TΓ-1
k MB

k]K
-i

kE[εiεT
i]+

∑
k

i=0
ATPk+1BkK

-i
kE[εixT

k]+∑
k

i=0

(K-i
k)TBkPk+1AE[xkεT

i]+

[Q+ATPk+1A-MT
kΓ-1

k Mk]X
︿
k +Pk+1Rw -PkX

︿
k -PkE[x

~
kx

~T
k]]}。 (37)

因此,可以得到

Pk=
􀆟Hf

k

􀆟X
︿
k

=Q+ATPk+1A-MT
kΓ-1

k MPk。 (38)

在此基础上,进一步考虑了领导者的优化问题。由式(8)、式(36)可以得到如下领导者的 Hamiltonian
函数:

Hl
k=Tr{(Q

-+ATP-k+1A)Xk-2ATP-k+1BΓ-1
k MkE[xkx

︿T
k]+

2ATP-k+1(B
--BΓ-1

k MB
k)E[xk(ul

k)T]+MT
kΓ-1

k (R
-
1+BTP-k+1B)Γ-1

k MkE[x
︿
kx
︿T
k]+

2MT
kΓ-1

k [(R
-
1+BTP-k+1B)Γ-1

k Mk-BTP-k+1B
-]E[x

︿
k(ul

k)T]+[(Ml
k)TΓ-1

k R-1Γ-1
k MB

k+
(B--B)TP-k+1(B

--BΓ-1
k MB

k)+R
-
2]E[ul

k(ul
k)T]}。 (39)

根据矩阵极大值原理,得到下列关系式:

0=
􀆟Hl

k

􀆟K-ik
=[R-2+(MB

k)TΓ-1
k R-1Γ-1

k MB
k+(B

--BΓ-1
k MB

k)TP
-
k+1(B

--BΓ-1
k MB

k)]K
-i

k(HΣi|i-1HT+Rv)+

(MB
k)TΓ-1

k R-1Γ-1
k MkE[xkεT

i]+(B
--BΓ-1

k MB
k)TP

-
k+1AE[xkεT

i]-
(B--BΓ-1

k Mk)TP
-
k+1BΓ-1

k MkE[xkεT
i], (40)

0=
􀆟Hl

k

􀆟G-k

=[(MB
k)TΓ-1

k (R
-
1+BTP-k+1B)Γ-1

k MB
k+R

-
2+B

-TP-k+1B
--(MB

k)TΓ-1
k BTP-k+1B

--

B-TP-k+1BΓ-1
k MB

k]G
-

kE[x
︿
0|-1x

︿T
0|-1]+[(MB

k)TΓ-1
k (R

-
1+BTP-k+1B)Γ-1

k Mk-
(MB

k)TΓ-1
k BTP-k+1A+B

-TP-k+1A-B
-TP-k+1BΓ-1

k Mk]E[xkx
︿T
0|-1]。 (41)

因此,可以得到式(23)、式(24)。进一步,由式(35),可以得到

ul
k =-γ--1

k M-k{∑
k

i=0
E[xkεT

i]E[εiεT
i]-1εi+E[xkx

︿T
0|-1]Pinv<E[x

︿
0|-1x

︿T
0|-1]>x

︿
0|-1}=-γ--1

k M-kx
︿
k。 (42)

类似地,由式(36)可以推出

uf
k=-Γ-1

k [Mk-MB
kγ
--1
k M-k]x

︿
k=-Γ-1

k Mkx
︿
k。 (43)

式中:Mk􀰛Mk-MB
kγ
--1
k M-k。

将式(42)和式(43)代入式(39),可以得到Riccati型方程:

P-k=
􀆟Hl

k

􀆟X
︿
k

=Q
-+ATP-k+1A+MT

kΓ-1
k R-1Γ-1

k Mk+M- Tkγ
--1
k R-2γ

--1
k M-k-ATP-k+1(BΓ-1

k Mk+B
-γ--1k M-k)-

(BΓ-1
k Mk+B

-γ--1k M-k)TP
-
k+1A+(BΓ-1

k Mk+B
-γ--1k M-k)TP

-
k+1(BΓ-1

k Mk+B
-γ--1k M-k)。 (44)

进一步化简可以得到式(22)。
经典的最优控制方法,如动态规划、庞特里亚金最大值原理,不能直接解决闭环Stackelberg策略的最优
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问题,这仍然是一个具有挑战性的问题。通过采用矩阵极大值原理,上述定理提供了一般的线性闭环解。
由上述结果可知,以新息的线性组合形式表示的线性闭环解实际上等于卡尔曼滤波反馈的形式。然而,

需要强调的是,增益矩阵-γ--1k M-k 和-Γ-1
k Mk 与给定的Stackelberg策略下得到的增益矩阵Kkx

︿
k 和K-kx

︿
k

是不同的,将在下面的定理中给出详细的解释。

3 反馈Stackelberg解

假设

uf
k=Kkx

︿
k,

 

ul
k=K

-
kx
︿
k。 (45)

式中:x
︿
k 表示Kalman滤波,如(30)所示;Kk、K

-
k 为待确定增益矩阵。

基于式(45),系统(式(1))可以写成

xk+1=Axk+(BKk+B
-K-k)x

︿
k+wk。 (46)

那么,Xk+1 可以重新表示为:

Xk+1=AXkAT+AX
︿
k(BKk+B

-K-k)T+(BKk+B
-K-k)X

︿
kAT+(BKk+B

-K-k)X
︿
k(BKk+B

-K-k)T+Rw。(47)

式中,X
︿
k=E[x

︿
kx
︿T
k]。反馈Stackelberg的问题可描述为:

问题2 寻找形如式(45)所示的Kalman滤波反馈控制器uf
k 和ul

k,使得性能指标(式(7)和式(8))最小。
应用矩阵极大值原理,问题2的解可以由定理2给出。
定理2 使得性能指标(式(7)和式(8))最小化的增益矩阵Kk、K

-
k 的表达式分别为:

Kk=-(Γl
k)-1Ml

k, (48)

K-k=-(γ
-l
k)-1M

-l
k。 (49)

式中:

Γl
k=R1+BTPl

k+1B, (50)

Ml
k=Ml

k-MBl
k (γ

-l
k)-1M

-l
k, (51)

γ-lk=R
-
2+(MBl

k )T(Γl
k)-1R

-
1(Γl

k)-1MBl
k +(Bl

k)TP
-l
k+1Bl

k, (52)

M-l
k=(MBl

k )T(Γl
k)-1R

-
1(Γl

k)-1Ml
k+(Bl

k)TP
-l
k+1Al

k, (53)

Pl
k=Q+KT

kR1Kk+K
-T

kR2K
-

k+(A+BKk+B
-K-k)TPl

k+1(A+BKk+B
-K-k), (54)

P-lk=Q
-+KT

kR
-
1Kk+K

-T
kR
-
2K
-

k+(A+BKk+B
-K-k)TP

-l
k+1(A+BKk+B

-K-k), (55)

Ml
k=BTPl

k+1A, (56)

MBl
k =BTPl

k+1B
-, (57)

Bl
k=B

--B(Γl
k)-1MBl

k , (58)

Al
k=A-B(Γl

k)-1Ml
k。 (59)

证明:证明的大纲与定理1中的类似。首先,优化跟随者的性能指标。根据式(7)和式(47),定义跟随者

的Hamiltonian函数:

H~f
k=Tr{QXk+(KT

kR1Kk+K
-T

kR2K
-

k)X
︿
k+Pl

k+1[AXkAT+AX
︿
k(BKk+B

-K-k)T+
(BKk+B

-K-k)X
︿
kAT+(BKk+B

-K-k)X
︿
k(BKk+B

-K-k)T+Rw]}。 (60)
应用矩阵极大值原理,得到

0=
􀆟H~ f

k

􀆟Kk
=R1KkX

︿
k+BTPl

k+1AX
︿
k+BTPl

k+1(BKk+B
-K-k)X

︿
k, (61)

Pl
k=

􀆟H~ f
k

􀆟X
︿
k

=Q+(KT
kR1Kk+K

-T
kR2K

-
k)+ATPl

k+1A+ATPl
k+1(BKk+B

-K-k)T+

(BKk+B
-K-k)TPl

k+1A+(BKk+B
-K-k)TPl

k+1(BKk+B
-K-k)。 (62)
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因此,可以得到Kk 和Pl
k。

Kk=-(R1+BTPl
k+1B)-1(BTPl

k+1A+BTPl
k+1B

-K-k)􀰛-(Γl
k)-1(Ml

k+MBl
kK
-
k), (63)

Pl
k=Q+(KT

kR1Kk+K
-T

kR2K
-

k)+(A+BKk+B
-K-k)TPl

k+1(A+BKk+B
-K-k)。 (64)

接下来,优化领导者的性能指标。为此,由式(63),式(47)可以重新表达为:

Xk+1=AXkAT+AX
︿
k[-B(Γl

k)-1Ml
k+Bl

kK
-
k]T+[-B(Γl

k)-1Ml
k+Bl

kK
-
k]X

︿
kAT+

[-B(Γl
k)-1Ml

k+Bl
kK
-
k]X

︿
k[-B(Γl

k)-1Ml
k+Bl

kK
-
k]T+Rw。 (65)

因此,领导者的Hamiltonian函数可以定义为:

H~l
k=Tr{Q

-Xk+(Ml
k+MBl

kK
-
k)T(Γl

k)-1R
-
1(Γl

k)-1(Ml
k+MBl

kK
-
k)X

︿
k+K

-T
kR
-
2K
-

kX
︿
k+

P-lk+1[AXkAT+AX
︿
k(-B(Γl

k)-1Ml
k+Bl

kK
-
k)T+(-B(Γl

k)-1Ml
k+Bl

kK
-
k)X

︿
kAT+

(-B(Γl
k)-1Ml

k+Bl
kK
-
k)X

︿
k(-B(Γl

k)-1Ml
k+Bl

kK
-
k)T+Rw]}。 (66)

  基于矩阵极大值原理,有

0=
􀆟H~ l

k

􀆟K-k

=Tr{[[R-2+(MBl
k )T(Γl

k)-1R
-
1(Γl

k)-1MBl
k +(Bl

k)TP
-l
k+1Bl

k]K
-

k+

(MBl
k )T(Γl

k)-1R
-
1(Γl

k)-1Ml
k+(Bl

k)TP
-l
k+1A-(Bl

k)TP
-l
k+1B(Γl

k)-1Ml
k]X

︿
k}, (67)

P-k=
􀆟H~ l

k

􀆟X
︿
k

=Q
-+(Ml

k+MBl
kK
-
k)T(Γl

k)-1R
-
1(Γl

k)-1(Ml
k+MBl

kK
-
k)+K

-T
kR
-
2K
-

k+

(A-B(Γl
k)-1Ml

k+Bl
kK
-
k)TP

-l
k+1(A-B(Γl

k)-1Ml
k+Bl

kK
-
k)。 (68)

因此,可以得到K-k=-(γ
-l
k)-1M

-l
k。

 

将定理1的结果与定理2的结果进行比较,两个控制器都以Kalman滤波反馈的形式存在,不同之处在

于增益矩阵。实际上,新息的线性组合是线性闭环Stackelberg解的最一般形式。通过比较,问题2是通过

来自领导者和跟随者更具体的信息情况下解决的。基于这一观点,优化对这两种情况的影响是不同的。

4 例子

图1 Riccati方程的解

Fig.
 

1 The
 

solution
 

to
 

the
 

Riccati
 

equation

  在本节中,通过举例来说明定理1的优化效

果。考虑下列参数情形下的Stackelberg博弈控

制问题:

A=1、B=0.5、B-=1、H=1、R1=R-1=1、

R2=R
-
2=2、Q=1、Q

-=2、R0=1、N=20、PN+1=

P-N+1=1,并且随机变量满足x0~N(0.5,1)、

wk~N(0,0.5)、vk~N(0,0.1)。
首先,由方程式(14)、式(15)及式(18)容易得

出假设1成立,并且由x
︿
0|-1=x-0=0.5可知假设

2显然成立。应用MATLAB可以得到Riccati方

程式(11)、式(12)的解如图1所示。进一步,根据

定理1,可以计算出跟随者及领导者的最优性能

指标为Jf=25.211
 

9、Jl=40.443
 

0。

5 结论

本研究讨论了离散时间随机LQ
 

Stackelberg博弈的闭环解。根据闭环信息结构的定义,使用传统的最

优控制方法直接解决该问题非常困难。此外,由于领导者最优必要条件中存在二阶偏导数,最优解很可能是

非线性的。因此,自然地考虑了线性最优闭环解。假设闭环Stackelberg策略是历史和当前新息的线性组
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合,利用矩阵极大值原理,给出了最优策略的表达式,其中涉及耦合的Riccati方程。研究发现,线性最优闭

环策略实际上等于Kalman滤波反馈。此外,还给出了两名玩家的最优策略都假定为Kalman滤波反馈的

情况。由于可用信息不同,优化效果也不同。基于这一思路,未来可以进一步探讨非对称信息的Stackel-
berg博弈,即当参与博弈的双方所持有的信息并不完全相同时,经典的Stackelberg博弈理论可能不再适

用,此时博弈的结果将不再是基于精确的预期,而是基于双方的推测,这也将是一个非常值得探讨的问题。
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